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 فصل اول
حقيقي سيستم اعداد  

 ،تماديت، مشتقگيري، انتگرال پذيري، ترادفها تقارب، رياضي مانند اساسي آناليز مفاهيم
حقيقي  سيستم اعداد بايد شروع آناليز حقيقي مربوط اند، بنابرين در اعداد غيره با سلسله ها و
  .معرفي شود

كه  مطرح شده ميتواند حقيقي بحيث يك ساحه الجبري بروشهاي متفاوتي تعريف و اعداد
 متمم اين اعداد كلاسهاي فرعي و جيحاًتر ساده ترين ميتودها استفاده از درين فصل با

  .بررسي ميشوند معرفي و
  ست ها ي  اعداد. 1

كه  حقيقي اند اعداد ناطق ستهاي فرعي از غير اعداد ناطق و اعداد ،تام اعداد، طبيعي اعداد
  .ميگيرند تحت مطالعه قرار خواص آنها درين پاراگراف مطرح و

)اعداد طبيعي  )NumbersNatural . و  3و 2و 1ساده ترين اعداد مروج مانند
  است از طبيعي عبارت ست اعداد را اعداد طبيعي مي نامند و...  و  4

{ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , ...}=`  
 .اعداد طبيعي را به نام اعداد تام مثبت نيز ياد مي نمايند

حاصل  ضرب بسته است، يعني حاصل جمع و عمليه جمع و طبيعي تحت دو ست اعداد
  بعبارت ديگر طبيعي ميباشد، طبيعي بازهم يك عدد اعداد جوره از ضرب هر

, ,m n m n mn∀ ∈ ⇒ + ∈ ∈` ` `  

)اعداد كامل )NumbersWhole.  ست متشكل از تمام اعداد طبيعي به شمول
  را اعداد كامل گويند كه عبارت است از صفر

* { 0 ,1, 2 , 3 , 4 , 5 , }=` "  
  .ضرب بسته است عمليه جمع و تحت دو كامل نيز ست اعداد

)اعداد تام  )NumbersInteger . ست متشكل از اعداد كامل و اعداد تام منفي
  ذيل ارايه ميگردد قرار عبارت از ست اعداد تام است و
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{ ... , 3 , 2 , 1, 0 ,1, 2 , 3 , ...} { 0 , 1, 2 , 3 , ...}= − − − = ± ± ±]  

، تفريق و جمعبسته است، يعني [، تفريق و ضرب درست اعداد تام تحت سه عمليه جمع
  :عداد تام دو باره يك عدد تام استضرب هر جوره از ا

, , ,m n m n m n mn∀ ∈ ⇒ + ∈ − ∈ ∈] ] ] ] 

اشته باشد طوريكهد وجود kتام يكعدد dو nتام  عدد براي دو اگر .تجزيه اعداد تام
n kd=درينصورت ،d مقسوم عليه( قاسم(n وn  مضربd مينويسيم  گفته ميشود و

d/كه n ) ميخوانيم كهd عددn 1تام عدد قاسم هاي اگر. )را تقسيم ميكندn  1فقط <
. تامي كه اول نباشد مركب ناميده ميشود عدد. اول مينامند را عدد nحالت  نآ باشند در nو

  .نه مركب نه اول است و 1عدد
)را به bو aتام عدد گترين قاسمهاي مشترك دوربز ),a b درصورتيكه . ارايه ميكنيم

( ), 1a b   .نسبت به هم اول اند bو aباشد، گفته ميشود كه =

  .تشخيص كنيد 60و  29، 15،  13 اعداد مركب را در اعداد اول و .1مثال 
  .حالت تجزيه مينويسيم را در اين اعداد :حل

13 13 1 , 15 3 5 , 29 1 29 , 60 2 2 3 5= × = × = × = × × ×  
  .اعداد مركب ميباشند 60 و 15 اول اند درحاليكه 29و 13پس اعداد

  .را بنويسيد 60عوامل ضربي  .2مثال 
  حالت تجزيه مينماييم چنده را ب اين عدد :حل

( ) ( )60 2 30 , 60 3 20 , 60 6 10 , 60 2 2 3 5= × = × = − × − = × × ×
  عبارت است از 60قاسم هاي اما ست تمام  و

( ) { }60 1, 2 , 3, 4 , 5, 6 , 10 , 12 ,15, 20 , 30, 60 ,D = ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±  

)بزرگترين قاسمهاي مشترك  .3مثال  )3 , 5 ،( )12 ,15 ،( )20 , )و 30 )6 را  18,
  .بنويسيد 

  ديده ميشود كه :حل
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( ) ( ) ( ) ( )3 , 5 1 , 12 ,15 3 , 6 ,18 6 , 20 , 30 10= = = =  

  خواص تجزيه اعدادتام 
 .ول است يا مركب، يكعدد ا1تام خلاف  هـرعدد .1
)بوده و bcحاصل ضرب قاسمي از aاگر .2 ), 1a b  .است cقاسم  a، پس =
 .است bياقاسم aقاسم  pپس ،باشد abقاسم حاصل ضرب pهـرگاه عدداول .3
1nهرعددتام .4 ترتيب عوامل، فقط بيك طريق بحيث  از را ميتوان صرف نظر <

 .حاصل ضرب اعداد ا ول ارايه نمود

60 قاسم 6 عدد .4مثال  5 12= نيزميباشد، درحاليكه  12 قاسم 6، ميبينيم كه است ×
( )5 ,12  .است =1

))نسبتي(ناطق اعداد )NumbersRational.   اعداديكه به حيث نسبت دو عدد تام
مقسوم (در اعداد نسبتي صفر به حيث مخرج . بتوانند اعداد نسبتي ناميده مي شوندارايه شده 

  ناطق عبارت است از ، ست اعداداستغير قابل ارايه  )عليه

: , , , 0mx x m n Z n
n

⎧ ⎫= = ∈ ≠⎨ ⎬
⎩ ⎭

_   

است  1هر عدد تام يك عدد ناطق است زيرا عدد تام به حيث كسري مي باشد كه مخرجش 
ناطق خلاف صفر تحت  ه اعدادبعلاو ، تفريق وناطق تحت سه عمليه جمع، ضرب ست  اعداد

  ، بسته ميباشد، يعني عمليه تقسيم

, , , , , 0xx y x y x y xy y
y

∀ ∈ ⇒ + ∈ − ∈ ∈ ∈ ≠_ _ _ _ _  

و  كسري اند اعداد) باشد 1مخرج آنهاخلاف ( اعداي ناطقي كه تام نباشند .اعدادكسري
اعشاري گفته  كسور باشند،  …  و 1000، 10،100كسرهاي كه داراي مخرج هاي 

  .ميشوند
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  :عبارت اند ازارايه آنها  طرز اعشاري با نمونه كسور چند. 5مثال

2371.0
10000
2371,007.0

1000
7,27.0

100
27,3.0

10
3

====  

نهايـت دفعـه    نها بـي آ اعشاري در رقم بعد از چند كه يك ياناعشاري اي كسور .كسرمتوالي
  .ناميده ميشود) دوره اي( شود، كسر اعشاري متوالي تكرار

  :ارايه آنها قرارذيل اند طرز متوالي با نمونه كسور دو .6مثال
  

3564.03563563564.0,3.0:333.0 == ""  

اعشاري عادي يا متوالي ارايه  هر عدد ناطق به حيث كسر. كسرمتوالي بحيث عددناطق
  .محدود يا متوالي يك عدد ناطق استاعشاري  شده مي تواند و بر عكس هر كسر

چون عدد نسبتي يك كسر عام است اگر صورت آن بر مخرجش تقسيم گردد كسر  .ثبوت
 اعشاري عادي و يا متوالي حاصل مي شود و در اينجا به چند نمونه اكتفا مي كنيم

...0000,6
1
66.

714285,1...714285714285,1
7

12.

...7500,0
4
3.

3,0...33333,0
3
1.

==

==

=

==

IV

III

II

I

 

  ). مثال ذيل(كرد ) عددناطق( كسر متوالي را مي توان بحيث كسر عامبر عكس هر 

  :را به كسرعام تبديل ميكنيم x=54713,0عدد متوالي  .7مثال 
 :ضرب نموده از همديگر تفريق مي كنيم  100و  100000عدد مذكور را به نوبت با اعداد 
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1353499900

...547547547,13100
...547547547,13547000100

=

=
=

x

x
x

  

13534 6767 67670,13 547
99900 49950 49950

x⇒ = = ⇒ = • 

  
كه هركسر اعشاري محدود را مي توان به حيث كسر متوالي در نظر گرفت طوري .يادداشت

  .ارقام متوالي اش صفر ها باشند
و غيره اعداد نسبتي اند  5، 3، 2اكنون سوالي مطرح مي شود كه آيا جذر هاي ازنوع 

  يا خير؟

 كامل نباشد، درطبيعي بوده و مربع  عدد nهرگاه .بعضي جذرهابحيث اعدادغيرناطق
  .ناطق نيست يكعدد nنصورتآ

، بعد از اختصار اين عدد شكل يك عدد ناطق باشد nفرض كنيم  .ثبوت
q
p  ،دارد

  ، يعنيهيچ عامل مشترك ندارند qو  pطوريكه

pn
q

=  

  بعد از مربع ساختن اطراف داريم كه

( )

2 2
2

2

2 2

( ) p pn n
q q

p nq i

⎛ ⎞
= ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ = "
  

مي  ،بوده قابل تقسيم nنيز برpاين  قابل تقسيم است بنابر nبر2pديده مي شود كه 
pتوان،  kn= وضع نمود در اين صورت رابطه( )i  شكل ذيل را دارد  

( )2 2 2 2 2 2 2kn kq k n kq q kn= ⇒ = ⇒ =  
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، صورت ومخرج قابل تقسيم بوده nنيز بر qدر نتيجه  ،است قابل تقسيم nنيز بر  q2لهذا 
كسر 

q
p  داراي عامل مشتركnپس نتيجه مي گيريم . م ي باشد و اين خلاف فرضيه است

  . •عدد نسبتي نيست nكه 
ور متذكره داد نسبتي نمي باشند هر گاه جذاعغيره نيز  و 5،  2،3لهذا اعداد 

ختم  استخراج شوند كسرهاي اعشاري بدست مي آيند كه ارقام بعد از علامه اعشار در آنها
  مثلاً. نشده و متوالي نيز نميباشند

  
. 2 1.41421413 , . 3 1.7320508 , . 7 2.6457513I II III= = =" " "

πو eهم چنين اعداد   :نيز نسبتي نيستند   
. 2,7182818284 , . 3,1415926545IV e V π= =" "  

  
)غيرناطق اعداد )NumbersIrrational . نسـبتي  (حقيقـي كـه نـاطق     اعـداد
، بشكل اعشاري ارائه شـوند  هرگاه اين اعداد گفته ميشوند، )غيرنسبتي(اعدادغيرناطق  نباشند؛
متوالي نيز نميباشند، اعداد غيرنـاطق داراي   آنها نامتناهي بوده و اعشاري در از ارقام بعد تعداد

  .غيره و π ،e، 2،3،5عبارت  اند از ،بوده_′سمبول

)اعداد حقيقي )NumbersalRe . ناطق عبارت ست متشكل از اعداد ناطق و غير
  ارايه مي گردد يعني \ست اعداد حقيقي به سمبول . ست اعداد حقيقي است از

′= ∪\ _ _  
تحت عمليه  حقيقي خلاف صفر اعداد ، ضرب وتحت سه عمليه جمع، تفريق حقيقي نيز اعداد

  واضح است كه. تقسيم بسته ميباشد
′⊂ ⊂ ⊂ = ∪` ] _ \ _ _  

محل عدد (كه يك نقطه از آن به حيث مبداء مستقيم جهت داري  .محور اعداد حقيقي
، با در نظر داشت واحد قياسي مناسب اعداد مثبت فته مي شودقبول مي گردد در نظر گر) صفر

به سمت راست و اعداد منفي به سمت چپ از مبداء موقعيت مي گيرند در اين صورت براي 
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هر عدد حقيقي روي اين مستقيم يك نقطه و بر عكس براي هر نقطه روي مستقيم يك عدد 
  ميكند، اين مستقيم را محور اعداد حقيقي مي گويند حقيقي تقابل 

  

  
  خواص الجبري اعدادحقيقي.  2

حقيقي داراي خواص قابل توجه ميباشند كه  ست اعداد ،ضرب در عمليه هاي الجبري جمع و
  .درينجابه اختصارياد آوري ميگردد

  اكسيوم هاي جمع
 ، يعني حقيقي است ، يكعددحقيقي جورهء اعداد مجموع هر :بسته گي .1

,x y x y∀ ∈ ∈ ⇒ + ∈\ \ \  
 ،ترتيب انتخاب آنها ثابت است حقيقي مستقل از عدد حاصل جمع دو :تبديلي .2

,x y x y y x∀ ∈ ∈ ⇒ + = +\ \ 

 شرط ذيل صدق ميكند xو x ،yبراي اعدادحقيقي :اتحادي .3

( ) ( )x y z y x z+ + = + +  
 ، يعنيعين عدداست صفر حقيقي با مجموع هرعدد: وديت عنصرصفريموج .4

: 0x x x∀ ∈ + =\ 

 يعنيمعكوس است  حقيقي نظربه عمليه جمع داراي عنصر عدد هر :معكوس پذيري .5
( ): 0x x x x∀ ∈ ⇒ − ∈ + − =\ \  
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  اكسيوم هاي ضرب
 ، يعني حقيقي است ، يكعددحقيقي جورهء اعداد حاصل ضرب هر :بسته گي .6

,x y xy∀ ∈ ∈ ⇒ ∈\ \ \  
 ،ترتيب انتخاب آنها ثابت است حقيقي مستقل از عدد حاصل ضرب دو :تبديلي .7

,x y xy yx∀ ∈ ∈ ⇒ =\ \ 

 شرط ذيل صدق ميكند xو x ،yحقيقي براي اعداد :اتحادي .8

( ) ( )xy z y xz=  
 ، يعنيعدداست عينحقيقي با يك  حاصل ضرب هرعدد :موجوديت عنصرواحد .9

: 1x x x∀ ∈ =\ 

معكوس است  حقيقي نظربه عمليه ضرب داراي عنصر عدد هر  :معكوس پذيري  .10
 يعني

1 11: : 1xx x xx− −∀ ∈ ⇒ = ∈ =\ \  
 عدد مجموع دو حقيقي با عدد حاصل ضرب هر :اكسيوم توزيع ضرب درعمليه جمع
  ، يعنييك آنهاست به هر مساوي به مجموع حاصل ضرب همين عدد

( ), , :x y z x y z xy xz∀ ∈ + = +\  

  :ذيل ارايه داد ميتوان قراررا  سيمبوليك بعضي افاده ها طور :يادداشت
( ) ( ) ( )1: , : , :x

y yx y x y x x y z x y z+ − = − = + + = + +  
( ) 2 3: , : , : , , n

nدفعـــه

xy z xyz xx x xxx x xxx x x= = = =" "��	�
  
: 2 , : 3 , :

nفعـــه

x x x x x x x x x x nx+ = + + = + + + ="���	��
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  :حقيقي داراي خواص ذيل است اعداد عمليه جمع در :هقضي
xهـرگاه .1 y x z+ = yباشد ، پس + z= است.  
xهـرگاه .2 y x+ 0y، پسباشد =  .است =
0xهـرگاه .3 y+ y، پسباشد = x=   .است −
)تساوي xبراي هرعددحقيقي .4 )x x− −   .صدق ميكند =
  : ثبوت

( ) ( )
( ) ( )

1. x y x z x x y x x z

x x y x x z y z

+ = + ⇒ − + + = − + +

⇒ − + + = − + + ⇒ = ⋅

( )
( ) ( )

2.

0

x y x z x x y x x

x x y x x y

+ = + ⇒ − + + = − +

⇒ − + + = − + ⇒ = ⋅
  

( )
( )

3. 0 0x y x x y x

x x y x y x

+ = ⇒ − + + = − +

⇒ − + + = − ⇒ = − ⋅
  

( ) ( ) ( )4. 0x x x x− − + − = ⇒ − − = •  
  :يقي داراي خواص ذيل استحق اعداد عمليه ضرب در: قضيه
0xهـرگاه  .1 xyو ≠ xz= پسباشد ،y z= است.  
0xهـرگاه  .2 xyو ≠ x= 1، پسباشدy  .است =
0xهـرگاه  .3 1xyو ≠ 1، پسباشد =

xy   .است =
0xبراي  .4 )تساوي ≠ )1 1 x x= صدق ميكند.  

  : ثبوت 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11. x x x xxy xz xy xz x y x z y z= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⋅

( )1 1 1 12. 1x x x xxy xz xy x xy x y= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⋅  
( ) ( )1 1 1 1 13. 1 1x x x x xxy xy x y y= ⇒ = ⋅ ⇒ = ⇒ = ⋅  

( )( )1 1
1 1 14. 1
x x

x x= ⇒ = •  
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1 درعوض : ياد داشت
x 1سيمبولx   .برده ميشود بكار −

  :است روابط ذيل برقرار zو x  ،yحقيقي براي اعداد: نتيجه

( ) ( ) ( ) ( )( )
1. 0 0 , 2. 0 , 0 0
3. , 4. .

x x y xy
x y xy x y x y xy
= ≠ ≠ ⇒ ≠

− = − = − − − =
  

  : ثبوت
( )1. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0x x x x x x x x+ = + = ⇒ + = ⇒ =  

0xفرضا ً . 2 0yو  ≠ 0xy، اما ≠   باشد ، درانصورت =
( )( ) ( ) ( )1 1 1 10 0 0 1 0x y x yxy xy x y⎡ ⎤= ⇒ = ⇒ = ⇒ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

0xyنتيجه بدست آمده غيرممكن است ، پس    .است  ≠
( ) ( ) ( )3. 0 0x y xy x x y y x y xy− + = − + = = ⇒ − = −  

  بهمين قسم
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0x y y x y x yx y y x x

y x yx y x xy x y xy

− = − ⇒ − + = − + = =

⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ − = −
  

( )( ) ( )( ) ( )4. x y x y xy xy− − = − − = − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ i  

  خواص مساوات دراعدا دحقيقي
 zو x ،yحقيقي براي اعداد بازهم  ، درينجامعرفي شده بعضي خاصيتهاي اعداد چند هر

  : داراي خواص ذيل را يادآوري ميگردد
  
  خاصيت انعكاسي. 1

x x x∀ ∈ ⇒ =\  
  خاصيت تناظري. 2

, :x y x y y x∀ ∈ = ⇒ =\  
  خاصيت انتقالي. 3

, , : ,x y z x y y x x z∀ ∈ = = ⇒ =\  
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  خاصيت جمعي. 4
, , :x y z x y y z x z∀ ∈ = ⇔ + = +\  

  خاصيت ضربي. 5
, , :x y z x y yz xz∀ ∈ = ⇔ =\  

  خاصيت حذفي جمع. 6
, , :x y z y z x z x y∀ ∈ + = + ⇒ =\  

  خاصيت اختصاري ضرب. 7
, , , 0 :x y z z yz xz x y∀ ∈ ≠ = ⇒ =\  

سـت اعــداد حقــيقي     چنانچه ديده شـد،  .ست ا عدادحقيقي بحيث ساحهء الجبري
ستي اختياري كـه چنـين    هـر نظربه عـمليه هاي جمع وضرب داراي يازده خاصيت مي باشد،

. يك فيلد ا ست حقيقي نيز اعداد الجبري گفته ميشود و) ساحه( فيلدخواصي داشته باشد يك 
  .مختلط نيز فيلدهاي الجبري ميباشند ناطق ود ست هاي اعدا

  حقيقي ترتيب اعداد. 3
)رابطه كوچك بـودن  مقايسه نمود و همديگر آنها ميتوان با به مقدار نظر حقيقي را اعداد )< 

)بزرگ بودن يا نظرداشت اي رابطه بنام  در حقيقي با ميگردد، اعداد بنام رابطه ترتيب ياد <(
اختيـاري مرتـب نمـي     فيلد هر يا ست اختياري و بصورت عموم هـر. مرتب گفته ميشود فيلد
  .باشد

x"دررابطه .رابطه ترتيب  y<"  گفته ميشودكه"x  از كـوچكترy "  يـا"x  كمتـراز
y " يا و"x قبل ازy " اغلب درعوضاست ،x y<  مينويسندy x>  ميتـوان   نيز

y "ويـا  "اسـت   xاز بيشترy "يا  "است  xاز بزرگترy "، كه گفته ميشود افاده نمود
  . "است  xبعداز

4: چنانچه 7<  ،5 3>  ،5 2− < −  ،0 6يا>3 2>.  
xرابطه  y≤ حاكي ازان است كهx y< ياx y= البته . بدون تصريح يكي ازانهاست

xمفهوم y≤ نقيضx y> مفاهيم. ميباشدx y≤ وy x≥ معادل همديگر اند.  
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  :حقيقي اكسيوم هاي ذيل را صدق ميكند اعداد .اكسيوم هاي ترتيب 
سه خاصيت  فقط يكي ازyو xجوره اعداد حقيقي براي هر :خاصيت سه گانه اي .1

  ذيل صادق است
yxyxyx >=< ,,  

  :خاصيت انتقالي. 2
, , :x y z x y y z x z∀ ∈ < ∧ < ⇒ <\  

  :خاصيت جمعي. 3 
, , :x y z x y x z y z∀ ∈ < ⇒ + < +\  

  :خاصيت ضربي. 4
0 ,

, , :
0 ,

x x y xz yz
x y z

x x y xz yz
> < ⇒ <⎧

∀ ∈ ⎨ < < ⇒ >⎩
\  

   .مرتب است يك فيلد خواص ترتيب عبارت از خواص قبلي و سيستم اعداد حقيقي با

0xرا مثبت ميگوييم اگر xعدد .منفي مثبت و مفاهيم اعداد منفي ميناميم  و <
0xدرصورتيكه   \−حقيقي منفي را با ست اعداد و\+به حقيقي مثبت را ست اعداد.  >
  واضح است كه. ارايه مينمايند

{ }0= ∪ ∪\ \ \  
  :ميتوان نوشت 0 با xحقيقي عدد مقايسهء هر كه در اكسيوم اول ترتيب نتيجه ميشود از

0x 0x، يا > 0xويا = >  
  .منفي است يا صفر و حقيقي مثبت  يا عدد بنابرين هر 

  دارد رابطه ترتيب خواص ذيل وجود و zو x،yبراي اعداد حقيقي .قضيه
0xهرگاه .1 −0x، پس <   ،عكس بر و >
0xهرگاه .2 yو < z< پس ،xy xz<،  
0xهرگاه .3 yو > z<  پس ،xy xz>، 
0xهرگاه .4 2، پس   ≠ 0x >،  
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0هرگاه .5 x y< 1، پس   > 10 y x< <.  
  : ثبوت 

  
  

( )
2. 0 , 0

0 0 ,
x y z z y z y y y z y

x z y xz xy xz xy xy xz
> < ⇒ > ⇒ − > − ⇒ − >

⇒ − > ⇔ − > ⇒ > ⇒ <
  

( )( ) ( ) ( )( )
3. 0 , 0 , 0

0 0
0 ,

x y z x z y z y
x z y x z x y

xy xz xy xz xz xz xy xz

< < ⇒ − > > ⇒ − >

⇒ − − > ⇒ − + − − >

⇒ − > ⇒ − + > ⇒ >

  

( )( )

2
2

2

0 0 0
4. 0 0

0 0 0 0
x xx x

x x
x x x x x
> ⇒ > ⇒ >⎧

≠ ⇒ ⇒ >⎨ < ⇒− > ⇒ − − > ⇒ >⎩
  

( )
( )

1 1

1 1

1 0 , 0 0 , 0 0
5.

1 0 , 0 0 , 0 0
x x

y y

x x x
y y y

⎧ > > ⇒ > > ⇒ >⎪
⎨ > > ⇒ > > ⇒ >⎪⎩

  
xحال اطراف رابطه y<  مثبت  عدد را با( )( )1 1

x yضرب نموده ميابيم كه  
( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1

x y x y y xx y< ⇒ < •  

baطوريكه bو aحقيقي كه براي اعداد نشان دهيد .8مثال شرط باشد، ≥

bbaa ≤
+

≤
2

  .صدق ميكند 

  :حل

bbaabaabaabaaaba

bbabbabbbaba
≤

+
≤⇒+

≤⇒+≤⇒+≤+⇒≤

≤
+

⇒≤+⇒+≤+⇒≤

2
2

2
2

2
 

1. 0 0 0 0 ,x x x x x x> ⇒ − + > − + ⇒ > − ⇒ − <
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baاگرb≤0وa≤0ثبوت كنيد كه براي . 9مثال 22باشد،درانصورت ≥ ba ≤ 
  .است 
  :حل

( )( ) 2222 00
0
0

baababab
ab
ab

ba ≤⇒≥−⇒≥+−⇒
≥−
≥+

⇒≤  

  ).شوارتز -نامساوات كوشي( .10مثال
  ثبوت كنيد كه

( ) ( ) ( )2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

2

332211 bbbaaabababa ++++≤++  

)براي تابع .ثبوت ) ( ) ( )2

33

2

22

2

11 xbaxbaxbay واضح  =−+−+−
  ترتيب داريم  و قوسهاانكشا ف  از بعد.   y≤0است كه

( ) ( ) ( )2

3

2

2

2

1332211
22

3

2

2

2

1 2 aaaxbababaxbbby +++++−++=  

2 تعويض با

3

2

2

2

1 bbbA ++=،332211 bababaB و =++
2

3

2

2

2

1 aaaC   ميابيم كه  =++
CBxAxy +−= 22  

022چون ≥+−= CBxAxy بنابرين معادلهاست ،
022 =+− CBxAx  
)مختلف داشته نميتواند، بعبارت ديگر جذر دو ) 042 2 ≤−−=Δ ACB است، 

  يعني
( )2 2 22 4 0 0B AC B AC B AC− − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3ab a b a b a a a b b b⇒ + + ≤ + + + + • 

  كه ثبوت كنيد .11مثال
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  شوارتز داريم كه -با درنظر داشت نامساوات كوشي: حل

ሺܽଵ ൅ ܾଵሻଶ ൅ ሺܽଶ ൅ ܾଶሻଶ ൅ ሺܽଷ ൅ ܾଷሻଶ ൌ ሺܽଵଶ ൅ ܽଶଶ ൅
ܽଷଶሻ ൅ 2ሺܽଵܾଵ ൅ ܽଶܾଶ ൅ ܽଷܾଷሻ ൅ ሺܾଵଶ ൅ ܾଶଶ ൅ ܾଷଶሻ ൑
ሺܽଵଶ ൅ ܽଶଶ ൅ ܽଷଶሻ ൅ 2ඥܽଵଶ ൅ ܽଶଶ ൅ ܽଷଶඥܾଵଶ ൅ ܾଶଶ ൅ ܾଷଶ ൅

ሺܾଵଶ ൅ ܾଶଶ ൅ ܾଷଶሻ ൌ ቂඥܽଵଶ ൅ ܽଶଶ ൅ ܽଷଶ ൅ ඥܾଵଶ ൅ ܾଶଶ ൅ ܾଷଶቃ
ଶ

  

  از اين جا بدست مي ايد كه 
( ) ( ) ( ) 321221

2

33

2

22

2

11 bbbaaabababa +++++≤+++++  
  حقيقي اعداد مطلق قيمت .4

  عبارتست از  xمطابق تعريف قيمت مطلق عدد حقيقي  .مفهوم قيمت مطلق

{ }
, 0

max , 0 , 0
, 0

x x
x x x x

x x

>⎧
⎪= − = =⎨
⎪ − <⎩

  

  واضح است كه
222 .3,.2,.1 xxxxxxx ==≤≤−  

  
  . 12مثال

3333,99,88,00 −=−=−==  
  

)عبارت از yو xمسافه بين دو عدد  .مسافه بين اعداد   ) yxyxd −=, 
  .است

  :ص ذيل صادق اندخوا a<0وx  ،yحقيقي  براي اعداد .خواص قيمت مطلق  

( ) ( ) ( )222 bbbaaabababa +++++≤+++++
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1. . , 2. , 3. xx
y yxy x y x x= = − =  

axaax ≤≤−⇔≤.4  

axaxax −≤∨≥⇔≥.5           

yxyxyx +≤+≤−.6  
 

 ثبوت
( )
( )

2 2 2 2 21.

2. 1 1 1

3. x xx x x
y y yy y

xy xy x y x y x y

x x x x x

y y x y

= = = =

− = − = − = =

= = = ⇒ =

 

axa
ax
ax

ax
ax

ax <<−⇔
⎩
⎨
⎧

−>
<

⇔
⎩
⎨
⎧

<−
<

⇔<.4  

( ) axaxaaxax −≤∨≥⇔−∉⇔≥ ,.5  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

yxyxyxyxyx

yxyxyxyyxx

yxyxyxyxyxyx

+≤+≤−⇒+≤+⇒

+≤+⇒+=++≤

++=++=+=+
22222

222222

2

22.6

 

( )
•+=−+≤−≤−⇒+=−+≤

−+=−≤−⇒+−≤+−=

yxyxyxyxyxyx

yxyxyxyyxyyxx.7  
  

  .خاصيت ذيل صدق ميكند دوyو xحقيقي براي اعداد. نتيجه
  yxyxxyyx −≤−−=− .2,.1  

 ثبوت 



 

17 
 

( )
( )

( ) ( )iiyxyxyxyx

yxxyxxyxxyy

iyxyxyyxyyxx

yxxyyxyx

"

"

−−≥−⇒−≤−−⇒

−≤−⇒+−≤+−=

−≤−⇒+−≤+−=

−=+−=−−=−

.2

.1

  

( ) ( ) •−≤−⇒−≤−≤−−⇒ yxyxyxyxyxiii ,  
  

 
.راحل كنيد   54 <+x مثال    13   غـيرمساوات

:حل   
19454554554 <<−⇒−<<−−⇒<+<−⇒<+ xxxx  

 
.راحل كنيد  682 >−x نامساوات   .14مثال     

:حل    

⎩
⎨
⎧

<⇒<⇒+−<⇒−<−
>⇒>⇒+>⇒>−

⇒>−
122862682

7142862682
682

xxxx
xxxx

x  

 .مساوات است  حل غير x>1يا و x<7لهذا
  

  .15مثال
( ) ( ) ( )
( ) ( ) 111111,00

777,44

−=−=

=−−=−=

iviii

iii
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( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) eeix

viii

viivi

v

−=−

⋅−=×==−=−

−
==

−
==+

=+−<==+−

ππ

6565303065

7
3

7
3

7
3,9954

8532243

 

. 16مثال  

xxx <−<+ 1.2,632.1  
 

  
  
  انتروال هاي اعدا د.5

baطوريكه  عدد حقيقي باشند، دوbوaهرگاه ذيل  قرار درينصورت انتروالهاي اعداد ،>
  :تعريف ميشوند

 تاaاز  بنام انتروال باز bوaبين  واقع در x حقيقي اعدادست تمام  .ـ ا نتروال باز 1
b گفته ميشود وآنرا به( )ba   يعني ،مينويسيم,

( , ) : { : }a b x a x b= ∈ < <\ 

، بنام bوaبشمول bوaبين  واقع در x حقيقي ست تمام اعداد. ـ انتروال بسته 2
]آنرا به  و ميگردد ياد bتاaانتروال بسته از  ]ba   يعني ،مينويسيم ,

[ , ]: { : }a b x a x b= ∈ ≤ ≤\  
  نيمه بسته ذيلا ً تعريف ميشوند يا و بهمين قسم انتروالهاي نيمه باز

  )نيمه باز از چپ(ـ انتروال نيمه بسته از راست  3
( , ]: { : }a b x a x b= ∈ < ≤\  
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  ) نيمه بازاز راست(ـ انتروال نيمه بسته از چپ  4
[ , ) : { : }a b x a x b= ∈ ≤ <\  

انجامهاي  در اگر .انجام هاي انتروال گفته ميشوند bوa يك ازحالات فوق اعداد درهر
  ميباشد، بعبارت ديگر واقع شوند، انجام مربوطه باز−∞ويا∞انتروال مفاهيم

( ) { } ( ] { }
( ) { } [ ) { }
( ) { }

, : : , , : :

, : : , , : :

, :

b x x b b x x b

a x x a a x x a

x x

−∞ = ∈ < −∞ = ∈ ≤

∞ = ∈ > ∞ = ∈ ≥

−∞ ∞ = ∈ −∞ < < ∞ =

\ \
\ \

\ \
  

BAfتابع .تابع بايجكتيف  گفته ميشود، يجكتيباBوAبين ست هاي :→
  .باشد )پوششي(تيف ساگريك بيك وسورجك

  
معين  اگرخالي بوده ياداراي تعداد يك ست رامتناهي گويند، .شمارش پذيري ستها

شمارش  را A،داشته باشد يك تابع بايجكتيف وجود`وAهرگاه بين ستهاي .باشد عناصر
نامتناهي را بنام  شمارش پذير يا بصورت عموم ست هاي متناهي و. نا متناهي مينامند پذير

  .ميكنند ياد ستهاي شمارش پذير
  .است كه ست اعداد جفت شمارش پذير نشان دهيد .17مثال
)تابع: حل ) nnf اين ست  اعداد جفت بايجكتيف است، لذا طبيعي و بين اعداد=2

  .شمارش پذيراست

)انتروا ل .كانتورقضيه قطري    .قابل شمارنيست1,0(
) فركنيم ست .ثبوت مارباشد، درانصورت تابع بايجكتيفقابل ش 1,0(

( ): 0 ,1f   وجود داردطوريكه `→
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( )
( )
( )

( ) "
#

"
"
"

4321

34333231

24232221

14131211

.0

.03
.02
.01

iiiiif

f
f
f

αααα

αααα
αααα
αααα

=

=
=
=

  

44332211.0"حال ميبينيم كه عدد  αααα فهرست فوق نه آمده  در ل بوده وانتروا از
  •نميباشد است، لهذا فرضيه درست نبوده انترول موصوف قابل شما

 
  باشد ، پس⊃BAهرگاه .قضيه
  .قابل شماراست  نيزAقابل شمارباشد، ستBدرصورتيكه ست )1(
 .نيزغيرقابل شماراست Bباشد، ست غير قابل شمار Aاگر ست )2(

  .ثبوت بعهده شاگردان ست 
  
شمارش پذيرباشند، پس اتحادآنها نيزشمارش ... ، 1A،2A،3Aهرگاه ستهاي. قضيه

  .پذيراست 

 را در عناصرآنها شمارش پذيراند،ميتوان فرض كرد كه تمام ست هاي فوق نامتناهي . ثبوت
  ، اكنون عناصرجدول ذيل ترتيب ميدهيم سطور

{ }
1

: : ,j j
j

A A x j x A
∞

=
= = ∃ ∈ ∈∪ `  

}داشت درنظر با را }:j jkA a k=   .و قطرهاي صعودي جدول ذيل ميتوان شماركرد `∋
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  .است ناطق شمارش پذير ست اعداد .قضيه
 صفر عدد ناطق منفي و ناطق مثبت، اعداد ست هاي اعداد اتحاد اعدادناطق عبارت از .ثبوت
}، يعنيميباشد }0+ ′= ∪ ∪_ _ ناطق مثبت  ، نشان ميدهيم كه ست اعداد_

 مطابق جدول ذيل فهرست ميكنيم _+ست عناصر. ذيراستارش پمش

  
f:حال تابع بايجكتيف +→` قطرهاي جدول  در راتوسط خطوط جهت دار_

  :مدنظرميگيريم
1 2 2 3 3 3 4 4 4 4, , , , , , , , , ,
1 1 2 1 2 3 1 2 3 4

f ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

"  

 بوده در شمارش پذير نيز _−بهمين قسم ميتوان نشان داد كه ،شمارش پذيراست_+لهذا
}نتيجه }0+ −= ∪ ∪_ _    •است شمارش پذير _
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  محدوديت ستهاي اعداد. 6
حقيقي  يك ست فرعي اعدادAهرگاه  .)بالايي وپائيني( تحتاني فوقاني و سرحدات

  باشد،
 بزرگترAتمام عناصر از uصورتيكه در مينامند،Aبالايي ست  را سرحدuحقيقي عدد. 1

uaشرط ∋Aa، يعني  براي هرباشد   .صدق نمايد ≥
 كوچكترAتمام عناصر از vدرصورتيكه مينامند،Aبالايي ست  را سرحدvحقيقي عدد. 2

  .صدق نمايد ≤vaشرط ∋Aaيعني براي هر ،باشد
ست داراي سرحد  محدود گفته ميشود و طرف بالا بالايي باشد از ستي كه داراي سرحد

 ياد بنام ستهاي محدود شند با پائين محدود و بالا ستهاي كه از .است پائين محدود تحتاني از
  .ميشوند

  
  رضايي 52شكل ص 

  
)ست .18مثال ) [ ]61,209,8 ∪−=Aپائيني است؟  داراي سرحدات بالايي و

  .سرحد تحتاني آنرا بنويسيد دو بالايي و درصورت امكان سه سرحد

. 98و 70،  65بطورمثال عبارت اندازبالايي آن  سه سرحد ،است محدودAست : حل
  .ميباشد −15و −9دنمونه اعدا طورAتحتاني ست سرحد بهمين قسم دو

  
پائيني است؟ بزرگترين سرحد  سرحدات بالايي و طبيعي داراي ست اعداد ياآ .19مثال

  است؟ طبيعي چند تحتاني اعداد
 1پاياني اش عدد است، كوچكترين سرحد محدود بالاغير از و پايان محدود از `ست :حل

  .ميباشد

  درانصورت يك ست فرعي اعدادحقيقي باشد،Aهرگاه  .سوپريموم وانفيموم
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 صورتيكه هيچ سرحد در ميگويند،Aرا سوپريمومuعدد باشد، محدود بالا ازAاگر )1(
Aمي است وAبالايي كوچكترين سرحد uنباشد، بعبارت ديگر كوچكترuازAبالايي
  نويسيم

uA =sup  

صورتيكه هيچ  در ميگويند، Aرا انفيموم v عدد باشد، ايان محدودپ ازAاگر )2(
 است وA پائينيي بزرگترين سرحد vبزرگترنباشد، بعبارت ديگرvازAسرحدپاياني
  مينويسيم

vA =inf  
، بهمين قسم وقتي كه ستAsup=∞صورت نآ نباشد در محدود بالا از Aاگرست

Aنباشد  پايان محدود از−∞=Ainfاست.  

  
)ست  .20مثال ) ( )11,96,2 ∪=A را درنظرگرفتهAsup وAinf  را

  .بنويسيد
11supديده ميشودكه :حل =A 2وinf =A است.  

  
  .را بنويسيد \و `سوپريموم ست هاي  انفيموم و .21مثال
)كهميبينيم  :حل )inf 1=` ، ( )sup = ∞`  ،( )inf = و  \∞−

( )sup =   .است  \∞
  

 انها عين زمان عناصري از ست هاي ذيل در يك از انفيموم هر سوپريموم و .22مثال
  ميباشد؟

( ) [ ] [ )1, 6 8 , 23 , 0 , 9 ,A B= − ∪ = `  
  ديده ميشود كه :حل
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( ) ( )
sup 23 , inf 1 , sup 9
inf 0 , sup , inf 1

A A A A B B
B B
= ∈ = − ∉ = ∉

= ∈ =∞∉ = ∈` ` ` `
  

 گاه  يك ست عـددي خـالي نبـوده و    هر. (Completeness) اكسيوم تماميت 
  . باشد، داراي سوپريموم متناهي استبالايي داشته  سرحد
باشد، داراي  سرحد پاياني داشته ست عددي خالي نبوده و اگر: كه اكسيوم نتيجه ميشود ازين

  .انفيموم متناهي است
آخرين  حقيقي برعلاوه يازده اكسيوم اين سيسيتم دوازدهمين و اكسيوم تماميت سيستم اعداد

  .حقيقي ميباشد اعداد ءتكميل كننده و اكسيومها

يك ست عددي بوده و Aهرگاه .عددي هاي بزرگترين عناصرست كترين وكوچ
AM sup=شاملA باشد، درانصورتM مينويسيم  اعظمي  آن مينامند و را عنصر
AMكه max= بعبارت ديگر  ،  

AMAMA ∈=⇔= sup:max  

Amبهمين برتيب اگر inf=شاملA باشد، درانصورتm اصغري آن مينامند  را عنصر 
Amمينويسيم كه و min=بعبارت ديگر  ،  

AmAmA ∈=⇔= inf:min  
  

  .كنيدن يست هاي ذيل تعي يك از اصغري هر اعظمي و .23مثال
( ) [ ] [ )1, 6 8 , 23 , 0 , 9 ,A B= − ∪ = `  

  ديده ميشود كه :حل

( ) ( )
sup 23 max 23 , inf 0 min 0

inf 1 min 1
A A A B B B= ∈ ⇒ = = ∈ ⇒ =

= ∈ ⇒ =` ` `
  

)و Amin  ،Bmaxاما )max   .وجود ندارند `
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( ) ( )3. 0 ,x x x< ⇒ ∞ = −∞ −∞ = ∞

ــي  ــداد حقيقـ ــعه اعـ ــداد   .توسـ ــه اعـ ــعه يافتـ ــت توسـ ــورت   سـ ــي  بصـ حقيقـ
{ }: ,∞ = ∪ −∞ ∞\ حقيقـي   سيستم توسعه يافته اعداد تعريف ميگردد، منظور از\

حقيقـي  ميباشد كه  بـراي عـدد   ∞−و∞علامت  حقيقي به انضمام دو ست اعداد عبارت از
x خواص ذيل را صدق كند:  

( ) ( ) ( )1. , , , , 0x xx x x x ∞ −∞+∞=∞ + −∞ =−∞ − ∞ =−∞ − −∞ =∞ = =  
     ( ) ( )2. 0 ,x x x> ⇒ ∞ = ∞ −∞ = −∞           

    
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )4. ,∞+∞= ∞ ∞ = −∞ −∞ =∞ −∞+ −∞ = ∞ −∞ = −∞  

5. x−∞ < < ∞  
  

BAستهاي عددي باشند طوريكهBوAهرگاه  .قضيه   ، درانصورت⊇
1. sup sup , 2. inf infA B A B≤ ≥  

  
دارد  وجود nطبيعي عدد  xبراي هرعددناطق .حقيقي اعداد قانون ارشميدس در

nxطوريكه    .است >
baحاليكه درbو aحقيقي براي هرجوره اعداد .تراكم اعدادحقيقي  است، يك عد >

braطوريكه وجود دارد، rناطق ناطق  درينصورت ميگويند كه ست اعداد. باشد >>
  .است) پهن( حقيقي متراكم در، ست اعداد

  اعدادتقريبي ومقدمات محاسبه .7
، مثلا ً جهـت  بعضا ً ناممكن است برد آنهاكار حقيقي بحالت اصلي و ، ارايه اعدادمحاسبات در

چنـين حـالات    درحالت واقعي آن مطـرح نمـود،    در راπمحاسبه مساحت دايره نميتوان عدد
 معـين شـده مـورد اسـتفاده قـرار      بـا درنظرداشـت خطاهـاي لازم و    قيمت هاي تقريبي اعداد

دريـن  . تقريبـي ميباشـد   دروشـهاي تطبيـق اعـدا    بنابرين محاسبات عملي عبارت از. ميگيرند
  .معرفي ميشود پاگراف  مقدمات اين بحث به اختصار
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ارايه اعداد حقيقي مثبت بحيث مجموعه مضرب هاي  .ي اعداد حقيقيارايه  اعـشار
  .بنام ارايه اعشاري اعداد حقيقي ياد ميشوند) اعداد تام باشند nدر حاليكه ( n10اعداد از نوع 

   
  :ذيل ارايه ميشوند سيستم اعشاري قرار در 68,496و3257اعداد. 24مثال

3 2 1 0

1 0 1 2 3

3257 3 10 2 10 5 10 7 10
68,496 6 10 8 10 4 10 9 10 6 10− − −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
  

از نظر توان دارد و  رقم يك ها ماهيت مبداً را نوشتن اعداد، طوريكه ديده ميشود در ين طرز
  . داراي توان هاي مثبت و منفي اند 10ساير ارقام راست و چپ عدد 

 
   25مثال 

2 1 0 1 2

0 1 2 3

6

4 4

. 481,25 4 10 8 10 1 10 2 10 5 10

. 9,854 9 10 8 10 5 10 4 10

. 10 0.000001
. 5 10 3 10 50000,0003.

a
b
c
d

− −

− − −

−

−

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

=

⋅ + ⋅ =

  

 
)دارايه علمي اعدا )Scientific Notation .    عدد فوق العاده بـزرگ و يـا كوچـك

A   را بخاطر سهولت محاسبه بصـورتnaA عـدد تـام و    ، در حاليكـه  مينويسـند  =⋅10
101 <≤ a در ينجا . استa عدد ) ضميمه( را مانتيسA طرز ارايه . مي گويندA   بشـكل

مانتيس عدد در ارايه علمـي از مـانتيس لوگـارتم فـرق     . فوق بنام ارايه علمي آن ياد مي گردد
  . دارد

 
  . بعضي كميت هاي معروف بصورت ارايه علمي قرار ذيل فهرست ميشوند .26مثال

  
  m1110  فاصله بين زمين و آفتاب
kg11105  كتله اتم هايدروجن −⋅  

kg30102  كتله آفتاب ⋅  
kg24106  زمينكتله  ⋅  

n
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  )kg2210)4,7  كتله مهتاب
  )m610)4,6  شعاع زمين

kg17105  ماليكولي پنسيلين −⋅  
  

طلق و واقعي در محاسبات عملي اكثراً كميت هاي قابل محاسبه طور م .اعداد تقريبي
عدد يكه . بي آنها بدقت لازم محاسبه ميشوندبرين قيمت هاي تقري، بنابدست آمده نميتوانند

  . بطور عملي و تخميني عوض عدد واقعي ارايه مي گردد بنام عدد تقريبي ياد ميشود
 

ــال  ــداد .  27مثـ ــي از    3,1415و    3.141،      3.14اعـ ــاي تقريبـ ــت هـ قيمـ
3.14159265π  . اند =

  
دعــد ،  قـــيمت هــاي تقريبــي از2,718281و  2,7183،  2.72اعــداد .  28مثــال 

2,71828182e =  . ميباشند   
  

ته كمترين مقدار و يا كوچكترين واحد يكه در محاسبه مد نظر گرف .دقت اندازه گيري
، دقت اندازه گيري نظر به نوعيت مي باشد) دقت اندازه گيري(ميشود، عبارت از دقت محاسبه 

 . محاسبه متفاوت است

   29مثال 
  د قـت محاسبه  كميت تقريبي  نوع كميت

00000085  نفـوس يك كشور     يك مليون نفـر  نفـر  
000358    شهـرنفـوس يك      يك هـزار نفـر      نفـر  

9005     نفـوس يك قريه          يكصد نفـر        نـفـر  
       يك مترمربع   متر مربع 1483   وسعت يك حويلي  

  دهـم حصهء كيلوگرام      كيلوگرام  7,18         وزن يخچال
94,6     طلا وزن انگشتر      صد م حصهء گرام           گرام  

253,1    وزن نگين الماس      هـزارم حصهء گرام        گرام  
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  ديده ميشود كه دقت محاسبه با در نظر داشت كميت مربوط و نوعيت محاسبه ده ده واحد

)ترقي و تنزل دارد و در هر حالت دقت محاسبه عددي از نوع  ) 10nn ،∈Ζ ميباشد .  
 

 aبنام خطاي مطلق  a)(از قيمت تقريبي آن  Aتفاوت بين كميت واقعي  .خطاي مطلق
  گفته ميشود

A aΔ = −  
در محاسبات معمولي طبق تعامل . كمتر و يا بيشتر است Δحد اكثربقدر  Aاز عدد  aيعني 

  . خطاي مطلق نهائي از نصف دقت محاسبه بيشتر نمي باشد
 

    .30مثال 
3,14 0,005 , 2,718 0,0005.eπ ≈ ± ≈ ±  

 
 جدول قبلي را توام با خطاهاي مطلق در نظر مي گيريم . 31مثال 

  
  خطاي مطلق  د قـت محاسبه  كميت تقريبي

00000085 0001000 000500 
000358 1000 500  

9005 100 50  
1483 1 5,0  

7,18 1,0 05,0  
94,6 01,0 005,0  

253,1 001,0 0005.0  
 

خطاي مطلق عدد تقريبي نظر به مقدار كميت ميتواند مهم و يا بدون  .خطاي نسبي
لذا .  اهميت باشد، بعبارت ديگرخطاي مطلق بمقايسهء كميت مربوط كسب اهميت مينمايد

اعداد بسيار  وقتي كه با. مقايسه خطاي مطلق با عدد تقريبي دريك محاسبه لازمي است
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نسبت بين . مي كند ، خطاي نسبي اهميت بيشتري پيدايا بسيار كوچك سروكار داريم بزرگ و
  . خطاي مطلق و كميت واقعي عبارت از خطاي نسبي ميباشد

:
A

δ Δ
= 

از عدد واقعي    a=3333,0خطاهاي مطلق و نسبي عدد تقريبي  .32مثال
3
1

=A عبارت
  اند از

41 1
3 30,3333 .10−Δ = − =  

41
43

1
3

.10 10 0,01%
A

δ
−

−Δ
= = = =  

 
)ارقام مهم اعدا د )Significant digits . مربوط مانتيس يك عدد تقريبي از ارقام

، لذا ارقام مهم ا معني از همان عدد گفته ميشودارايه علمي آن  بنام ارقام مهم و يا ارقام ب
صفرهاي سمت را ست . عدد عبارت از تمام ارقام غير صفري و صفرهاي بين آن ها مي باشد

تعيين دقت در سمت اما بعضاً صفرها يكه بخاطر . و يا چپ عدد شامل ارقام مهم نيستند
  . در جداول لوگارتمي و مثلثاتي، مثلاً [14] راست اعداد نوشته ميشود شامل ارقام مهم اند

  33مثال
 عـدد تقريبي  ارائه علمي عدد  ارقام مهـم

9  ,  4  , 7  ,  8  ( ) 510.478,9 a.   947 800  
4  ,  0  ,  7  ,  6 ( ) 510.076,4 b.  407 600  

9  ,  0  ,  5 ( ) 310.05,9 − c.  0,009 05  

)(d   210،  00083,0،  46اعداد داراي دورقم مهم)050,0،  )0,4  
)(e    210،  403،  323اعداد داراي سه رقم مهم)000800,0، )00,4   
)( f   004,9، 002345,0،  )000,4(310،  001,6اعداد با چهار رقم مهم   

آخرين رقم غير صفري سمت راست يكعدد تقريبي  .رقم غير قطعي اعداد تقريبي
  . عبارت از رقم غير قطعي آن ميباشد
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  .34مثال 

  عـد د تقريبي  رقـم غيرقطعي
5 25400  
7 9,467 
6 0,046  

 
)اعداد) اصلي ( ارقام صحيح  )Correct digits . تعداد از ارقام مهم يكعدد تقريبي

اوز نكند عبارت از ارقام صحيح  در حاليكه خطاي مطلق از نصف واحد مربوط آن ها تج
  . عدد مذكور اند) اصلي(

دقت اندازه گيري آن معين  بدين ترتيب ارقام اصلي يكعدد بمقايسه خطاي مطلق  و يا
، در جداول چهار رقمي و يا پنج رقمي لوگارتمي، كميت ها تا چهار و يا پنج رقم اصلي ميشوند

 . درج مي گردند
  
  
  

  .35مثال 
 

  عدد تقريبي  خطاي مطلق  ارقام صحيح
4  ,  9  ,  5 500 000 495 000 000  

2  ,  9  ,  8  ,  5 0, 000 5 2,985 4  
3 , 2 , 5  ,  8 0, 005 32,583 
1  ,  8  ,  9 0, 005 1,897 1  

3  ,  0  ,  1  ,  0 0,000 05 3010,02log = 
 

)گرد كردن اعداد )Rounding of numbers . هرگاه بخواهيم جهت سهولت
داشت دقت لازم و تحمل خطاي با در نظر ( محاسبه يكعدد حقيقي را به قيمت تقريبي آن 

  با تعداد كمتري ارقام مهم تعويض نمائيم، دساتير ذيل را بكار مي بنديم ) مناسب
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پنج واحد رديف مربوط كمتر باشند، بدون تغيير در صورتيكه ارقام قابل حذف از حالت اول  
  ، حذف ميشوند مثلاً ارقام باقيمانده

 
  . 36مثال 

. 4.976425 4.976 0.0005

. 0.99938 0.999 0.0005
a
b

≈ ±
≈ ±

 

 
( ها به رقم قبلي  بعد از حذف آناگر ارقام قابل حذف از پنج واحد بيشتر باشند، حالت دوم  

  . يك واحد علاوه مي گردد) كه حذف نميشود
 

  .37مثال
. 0.9864 0.99 0.005
. 2.476822 2.477 0.0005

a
b

≈ ±
≈ ±

  
 

اتير وقتي كه رقم قابل حذف پنج واحد باشد، بعد از حذف ميتوان يكي از دس  .حالت سوم
ذف نميشود بيك ، اما تعامل بر آن است كه بايد رقم قبلي كه حاول و يا دوم را رعايت نمود

، يعني اگر تاق باشد دستور دوم و در صورتيكه جفت باشد دستور اول گردد عدد جفت مبدل
  [44]. مراعات ميشود

  
  .38مثال 

0.98315 0.9842 0.00005 , 0.465 0.46 0.005 , 0.9995 1 0.0005.≈ ± ≈ ± ≈ ± 
اد در محاسبات و احصائيه گيري اكثراً ضرورت مي افتد كه اعـد  .گرد كردن اعداد طبيعي

، مثلاً ممكن است نفوس يك مملكـت بـه تقريـب يـك     و كميت هاي غير كسري گرد شوند
در چنـين حـالات عـين    . ا نفوس يك شهر به دقت يك هزار احصائيه گيري گـردد مليون و ي

دساتير قبلي براي گرد ساختن اعداد طبيعي نيز رعايت ميشوند با تفـاوت اينكـه ارقـام حـذف     
  . شده به صفرها در عين موقعيت تعويض مي گردند

 



 

32 
 

  .39مثال
. 85948761 86000000 500000
. 466324 466000 500
. 24500000 24000000 500000.

a
b
c

≈ ±
≈ ±
≈ ±

 

محاسبه يك خطاي مطلق را ، ستور گرد ميشودوقتي كه يكعدد طبق د .خطاي گردكردن
بايد تحمل كند و اين خطاي بوجود آمده عبارت از خطاي گرد كردن است كه در حقيقت باز 

  . ف دقت اندازه گيري بيشتر نمي شودنص هم از
  
  تمرين .7

  تقسيم بسته اند؟ ضرب و ، تفريق،ست هاي ذيل تحت عمليه هاي جمع آيا .1
{ } { } { }1,1 , : 3 , , , 0, 2, 4, 6,A B x x a b a b C= − = = + ∈ =] "

  .حقيقي حل كنيد قوانين اعداد كاربرد معادلات ذيل را مرحله بمرحله با

( )( ) 2

2. 2 6 3 2 , 3. 2 5 8
4. 1 2 0 , 5. 2

x x x
x x x x
+ = + + =

− + = =
  

  نشان دهيدكه bو aحقيقي براي اعداد
( )( ) ( ) ( ) ( )6. , 7.

8. , 0

a b ab a b a b
a a a b
b b b

− − = − + = − + −

−
− = = ≠

−

  

yxكه اعداد نشان دهيد ناطق باشند، داعداyو xاگر. 9   .ناطق است نيز xyو+

yxنتيجه نميشود كه اعداد yو xناطق بودن غير كه از نشان دهيد. 10  نيز xyو+
  . ناطق هستند غير

baاگر. 11 dcو > bdacbcad، ثبوت كنيد كه > +<+.  

10اگر. 12 << c 10باشد، نشان دهيد كه 2 <<< cc.  
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21باشد، نشان دهيد كه c<1اگر.  13 cc << .  

  كه نشان دهيد yو xبراي مثبت. 14
2 2x y x y< ⇔ 2نشان دهيد كه: كمك( > 2x xy y< < (  

  كه نشان دهيد. 15
2 3 2 3) 0 1 1 , ) 1 1i x x x x ii x x x x< < ⇒ > > > > > ⇒ < < > <" "  

}ست يك عنصرهء . 16 }S a= را درنظرگرفتهsupS وinf s رابنويسيد.  

sup، اگرداراي چه مشخصات استAست.  17 infA A= باشد.  

}ست فوقاني از سرحدسه . 18 }: , 0A x x x= ∈ ست  تحتاني از و سه سرحد \≥
{ }: , 0A x x x= ∈   .بنويسيد  را \≤

)انتروال بالايي ياپاييني از حد كه هيچ سر نشان دهيد. 19 )0 ,1I تعلق به خودش م =
  .نيست

  را دريافت كنيد كه nعييطب كوچكترين عدد. 20
( )

1
3. 135 , . 238a n b n< <  

5ين كنيد طوريكهيرا طوري تع rناطق عدد. 21 6r< :كمك(  >
2500 600r< <(.  

  شرط ذيل صدق مي كند zو x،yنشان دهيدكه براي سه عدد. 22
x y x y x z< ⇔ − < −  

}نشان دهيد كه ست .23 }2: 0 , 2S X X X= ∈ > بالامحدود  از غيرخالي و \>
  .است
  ازبالا محدود باشند، نشان دهيد كه BوAحقيقي اگرست هاي اعداد. 24

( )sup sup supA B A B+ = +  
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  بالا محدود باشند، نشان دهيد كه منفي نبوده از اعدادBوAحقيقي اگرست هاي اعداد. 25
( )sup sup supA B AB=  

2نشان دهيدكه. 26 22xy x y− < +.  

  نشان دهيدكه. 27
1 1) 0 0 , ) 0 0a ai a ii a> ⇒ > < ⇒ <  

0.2متوالي  كسور. 28   .را بحالت كسرعام بنويسيد 0.9و 0.32138،  0.0045،  35

]حقيقي بوده و اعداد يك ست محدود Sاگر. 29 ]inf , supsI S S= نشان باشد ،
  كه دهيد

sS I⊂  

  .يك هفته دارند در تولد نفرايشان روز نفر، حداقل دو 52نشان دهيد كه ازجمله . 30

}تابع يك بيك از چند. 31 }1, 2S }در = }, ,T a b c= ميتوان نوشت.  

  .تاق بنويسيد اعداد يك رابطهء باي جكتيف بين اعادا طبيعي و. 32

1براي . 33 1x− ≤ 2نشان دهيد كه≥ 2x x+   .است ≥

: اعداد ذيل را در سيستم اعشاري انكشاف دهيد.34
. 234.678 , . 95000000 , . 0.0000095
. 40000000000 , . 200000049 , .1000000000000

i ii iii
iv ii vi

  

  .اعداد ذيل را بشكل اصلي آنها بنويسيد.35
6 4 4 3 2 3.10 10 5.10 , . 2.10 4.10 10 10i ii− −+ + + + +  

5 6 9 8. 10 6 10 , . 10 , . 10iii iv iv− − −+ ⋅     

  .  ا بشكل علمي ارايه كنيدرداد ذيل اع.  36
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. 90005004 , . 4900000000 , . 3000000008i ii iii  
. 25,0009 , . 0,000000076 , . 12000000000iv v vi 

  :اعداد ارايه شده علمي ذيل را يصورت اصلي اعشاري بنويسيد. 37
7 9 5 6.(2,00034) 10 , .10 , . (1,200056) 10 , .(9,8888) 10i ii iii iv− −⋅ ⋅ ⋅  

π=1415926545,3اگر.38 دقت  ، خطاي مطلق وبحيث عدد اصلي در نظر گرفته شود    
  .، مشخص كنيدكه ذيلا داده شده اندآ ن محاسبه را در هريك از قيمت هاي تقريبي 

:1 2 3 41. 3,14 , . 3,142 , . 3,1416 , . 3,14159ii iii ivπ π π π= = = = 

   .يي و دقت محا سبه را با توجه به ارقام اعداد ذيل بنويسيدخطاي مطلق نها  .39
) 2.71 , ) 2.718 , ) 2.71828182i e ii e iii≈ ≈  

abcdخطاي مطلق اعداد .40   .ين كنيدتعيسبه را در انها داده شده، دقت محا ,,,
( ) 0.5 , ( ) 0.005 , ( ) 0.0005 , ( ) 0.00005a b c dΔ = Δ = Δ = Δ =  

  :ارقام مهـم اعداد ذيل را بنو يسيد  . 41
745 065 000 , 0,000 987 , 2,000 987 , 78 028 001a b c e= = = =  

  :تشخيص كنيد به خطاهاي مطلق آن ها ارقام اصلي اعداد ذيل را با توجه.   42
( ) ( )
( ) ( )

12 345.6 , 0.5 , 23.9851, 0.5

2 564.28 , 0.5 , 0,943 285 , 0,000 5

a a b b

c c d d

= Δ = = Δ =

= Δ = = Δ =
         

، پنج رقم و شش رقم، سه رقم، چهار رقم را به ترتيب تا دو  3. 1415926 3عدد  .  43
  .كردن را در هر مورد آن بنويسيد گردرقم بعد از اعشاري گرد نموده  خطاهاي مطلق 

هشت رقم بعد از اعشاري  ، شش رقم ورا تا دورقم، چهار  7.182818285 2عدد  . 44
  .گرد كنيد
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 فصل دوم
 ترادف ها

 
 ـ از رياضي اسـت،  اساسي اناليز مباحث مهم و نظريه ترادفها يكي از  ــيـن ب  عريف وـحث در ت

غيـره   حـل مسـايل محاسـبه و    ،انتگـرال غيـرمعين  يت توابع، سلسله هاي رياضي، ـتوضيح ل
، 2رياضـي عمـومي   در چند هر. وسيع استفاده ميگردد عت تحليلي دارند، بطورمفاهيمي كه طب
 تاساسـا  هندسـي معرفـي شـده انـد، درينجـا      جمله ترادفهاي حسـابي و  از مفهوم ترادفها  و

  .بطورسيتماتيك مورد بحث قرارميگيرد موضوع بصورت عموم و
 

  معرفي ترادف1. 
تابعي fهرگاه. طبيعي ميباشد تابعي است كه ناحيه تعريف آن ست اعداد ترادف عبارت از

)عد حقيقي nعدد طبيعي هر هباشد كه ب ) nanf صورت ست  ، درينرا مربوط سازد =
  اعداد مرتب

",,, 321 aaa  
اين ترادف را مختصراً به. بنام ترادف گفته ميشود قيمت هاي تابع اند، كه عبارت از
{ }∞

=1nna يا{ }na الترتيب بنام با ...و 1a  ،2a  ،3aاعداد. ميدهيمنمايش  
 naبصورت عموم يك ترادف ذريعه عنصراختياري غيره مينامند، ، دوم ، سوم وعناصراول

) ، بعضا ً اين ترادف را بهمشخص ميشود )",,, 321 aaaX نمايش  نيز =
  .ميدهند

ترادف .1مثال
1+

=
n

nan 1نظرگرفته عناصر را درa  ،2a  ،3a  ،10a 100وa  را
  .مشخص كنيد

  :حل

4
3

13
3,

3
2

12
2,

2
1

11
1

321 =
+

==
+

==
+

= aaa  



 

37 
 

101
100

1100
100,

11
10

110
10

10010 =
+

==
+

= aa  
  

ترادفي كه هرعنصردران بحيث تابعي ازعناصرقبلي تعريف ميگردد، بنام . ترادف رجعي
)ترادف رجعي بشكل. ترادف رجعي ياد ميشود )nn xfx  معين 1xان درحاليكه در 1+=

 .د استفاده قرارميگيرندترادف هاي رجعي درمحاسبات كمپيوتري مور. مطرح ميگردد باشد،

ترادف .2مثال
n

n
n x

xx
−

=+ 1
31راطوريكه 2:1 =x 2درنظرگرفته عناصرx  ،3x و

4x را بنويسيد.  

  :حل
( ) ( )

( ) 2
3

4
6

31
32

1
23

2
6

31
32

1
2

2

2
3

1

1
2 −=

−
=

−−
−

=
−

=⇒−=
−

=
−

=
−

=
x

xx
x

xx  

2
15

2
53

2
5
3

2
31

3

2
31

2
32

1
2

3

3
4 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
=

+

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=
−

=⇒
x

xx  

}گفته ميشود كه ترادف . ترادفتقارب  }na به عددa  تقرب ميكند، درصورتيكه براي
وجود داشته باشد، ) باشدεكه ممكن است مربوط(Nيك عدد طبيعي εعدد مثبت  هر

  شرط Nبزرگتر از nطبيعي طوريكه براي هرعدد
ε<− aan  

  مينويسيم كه است و aعبارت از naدرينصورت گفته ميشود كه ليمت . صدق نمايد
 aann

=
∞→

lim   ياaan →  

  .ترادفي كه متقارب نباشد، متباعد ناميده ميشود
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} هرگاه. شرايط تقارب ترادف }na وبك ترادف متقارب اعدادحقيقي ،a∈\  ،باشد

  :شرايط ذيل معادل اند
aannيعني متقارب است، aبه naترادف .1

=
∞→

lim . 

طبيعي عدد وجود دارد، طوريكه براي هر Nيك عدد طبيعي εعدد مثبت  براي هر  .2
n زبزرگتر اN  شرطε<− aan صدق نمايد. 

)يك مجاورت  εبراي هر عدد مثبت  .3 )auε عدد طبيعي  وN طوريكه وجود دارد ،
) شرط  Nزبزرگتر ا nطبيعي عدد براي هر )auan ε∈ صدق مي كند. 

طبيعي عدد وجود دارد، طوريكه براي هر N يك عدد طبيعي εعدد مثبت  براي هر  .4
n بزرگتر ازN شرطεε +<<− aaa n صدق مينمايد. 

  
Kهرگاه براي هر. بينهايت بحيث ليمت ترادف كه ممكن (Nطبيعي ، عدد\∋

Knموجود گردد بطوريكه اگر )باشدKاست مربوط Kanصورت ندر آ باشد، ≤ < ،
  مينويسيم تقرب ميكند و +∞به naگفته ميشود ترادف

∞=
∞→ nn

alim  
Kدرصورتيكه براي هر  موجود  )باشدKكه ممكن است مربوط(Nطبيعي ، عدد\∋

Knگردد بطوريكه اگر Kanصورت ندر آ باشد، ≥ به na، گفته ميشود ترادف<
  مينويسيم تقرب ميكند و −∞

−∞=
∞→ nn

alim  
.كه داراي ليمت متناهي باشند مفهوم تقارب براي ترادف هاي اطلاق ميگردد  

)ترادف .2مثال  )n

nx 1xرا مدنظرگرفته ،=−1   ،2x، 13x100وx رابنويسيد.  
  : حل

( ) ( )
( ) ( ) 11,11

11,11
100

100

13

13

2

2

1

1

=−=−=−=

=−=−=−=

xx
xx
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داشت ترادف نظر در با .3مثال
n

ny ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
67و 1y  ،5yاعداد ،1 yy   .معين كنيد−

  :حل

128
1

128
21

64
1

128
1

2
1

2
1

64
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1,

2
1

2
1

67

67

5

5

1

1

−=
−

=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

yy

yy
 

  
  ترادف رجعي  ).فيبوناتچيترادف ( 4مثال

",4,3,2,,1,1 1121 =+=== −+ nfffff nnn  
  .ين كنيديرا تع 10fو3f  ،4f،5f،6f ،7f،8f،9fرا مدنظرگرفته 

  .ذيل فهرست ميشود ترادف فيبوناتچي قرار بصورت مختصرده عنصر :حل
  

10  9 8 7 6 5 4 3  2  1  n  
55  34  21  13  8  5  3  2  1  1  

nf  
  

ترادف  .5مثال
αn

an

1
0limكه مدنظرگرفته نشان دهيد α<0را براي = =

∞→ nn
a 

.  

αεرا طوريكه Nعدد طبيعي  εبراي عدد مثبت :حل
1

−

>N ،انتخاب ميكنيم،  باشد
  داريم كه

α
αα εεε

NN
N 1111

>⇒>⇒>
−  

Nnطوريكه nطبيعي عدد براي هر   .باشد داريم <
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.01lim0lim1110 =⇒=⇒<<==−
∞→∞→ αααα

ε
n

a
Nnn

a
nnnn  

  .، داراي ليمت يكتا استهرگاه يك ترادف متقارب باشد .قضيه
  ، پسباشد bو aليمت متقارب بوده داراي دو naفرض كنيم ترادف .ثبوت

1 1

1 1

lim 0 , :
2

lim 0 , :
2

n nn

n nn

a a N n N a a

a b N n N a b

εε

εε

→∞

→∞

= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − <

= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − <

`

`
  

( ) εεε
=+<−+−<−−−=−⇒

22
aabaaababa nnnn  

baبنابرين عدد    است درنتيجه كوچكتر ε<0كوچك عدد هر از −
baba =⇒=− 0  

 .لهذا ليمت ترادف يكتا است
 
  محدوديت ترادف. 2
طوريكه براي  ،موجود باشد Mحقيقي  عدد اگر گفته ميشود، امحدود بال از naترادف  .1
Manشرط nعدد طبيعي  هر بالا داراي  از بعبارت ديگر ترادف محدود ،صدق نمايد ≥

  .بالايي است سرحد
طوريكه براي  ،موجود باشد mحقيقي  عدد اگر ميشود،گفته  پائين محدود از naترادف . 2
namشرط nعدد طبيعي هر پائين داراي  از ، بعبارت ديگر ترادف محدودصدق نمايد ≥

  .پايانيي است سرحد
ترادف . باشد پائين محدود بالا و ، هرگاه  ازرا محدود ميگوئيم naبصورت عموم ترادف . 3

  .پائيني است داراي سرحدات بالايي و محدود
شرط nطبيعي عدد طوريكه براي هر ،داشته باشد وجود cحقيقي  درصورتيكه عدد 

can cac، پس  صدق نمايد ≥ n  .محدود است naبوده بنابرين ترادف −≥≥
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2nanنشان دهيد كه ترادف. 6مثال   .پائين محدود است از =
02، يعنيهاي اين ترادف مثبت اند تمام قيمتديده ميشود كه  :حل ≥= nan  پس

  .محدود نيست بالا يباشد درحاليكه ازپايان محدود م از ترادف مذكور

29محدوديت ترادف  .7مثال nbn   .را ارزيابي نماييد =−
89يعني نميباشد، بزرگتر 8 قيمت اين ترادف از ميبينيم كه هر :حل 2 ≤−= nbn  لذا

 .پايان محدود نيست اين ترادف از اما ،محدود است بالا ترادف از

كه ترادف نشان دهيد .8مثال
1+

=
n

nan محدود است.  

1حالت هر چون در :حل
1

0 ≤
+

≤
n

n پس  ترادفاست ،na محدود ميباشد. 

  
  .متقارب باشد، پس محدود است naهرگاه ترادف  .قضيه
lannفرض كنيم .ثبوت

=
∞→

lim1صورت براي عدد ن، در آ=ε طبيعي عددN وجود 
  داريمNاز بزرگتر nدارد، طوريكه براي تمام اعداد طبيعي

1≤− lan  
lalaچون nn lllaaاست پس −≥− nn +≤+−≤ براي 1
Nn }نظرداشت در با. صدق ميكند ≤ }1 2 3, , , ,1M Max a a a l= +" 

  واضح ديده ميشود كه
,na M n≤ ∀ ∈`  

  .محدود است naبنابرين ترادف 
 

aann، طوريكهترادف متقارب باشند دو nbو naهرگاه  .)مقايسه(قضيه 
=

∞→
lim  و

aann
=

∞→
lim طبيعي عدد باشند، درصورتيكه براي هرn نامساواتnn ba صدق  ≥

baپس نمايد،   ، يعنياست ≥
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lim limn n n nn n
a b n a b

→∞ →∞
≤ ∀ ∈ ⇒ ≤`  

abفرض كنيم .ثبوت   داريم كه ε<0برا ي هر. باشد >
1

2

lim :

lim :
n nn

n nn

a a N a a

b b N b b

ε

ε
→∞

→∞

= ⇒ ∃ ∈ − <

= ⇒∃ ∈ − <

`

`
  

  ميگيريم كه نظر را طوري در ε<0حال عدد

2
0 ba −

<< ε  

} طوريكه nطبيعي  عدد حال براي هر }21 , NNMaxn باشد، ميتوانيم   ≤
  بنويسيم كه

( )

εεεεε

ε

<⇒=+≤−+−≤

−+−≤−+−≤
−

<<

222
1

2
1

2
1

2
1

2
0

bbaa

babaabbaba

nn

nnnn

   

εεنتيجه ab، بنابرين فرضيهممكن است غير> baنقض ميگردد، پس  > ≤
  .است

، na≤0شد يعنيمنفي نبا naقيمت هاي ترادف  nعدد طبيعي  هرگاه براي هر .نتيجه
nnپس

a
∞→

lim0عبارت ديگره ب ،منفي نيست نيزlim ≥
∞→ nn

a .  
  واضح است كه nθ=0نظرداشت ترادف  در با .ثبوت
•≥⇒≤⇒≤⇒≤

∞→∞→∞→∞→
0limlim0limlim nnnnnnnnnn aaaa θθ  

nnnداراي خاصيت nzو nx  ،ny هرگاه ترادفهاي .)ساندوويچ( قضيه yzx ≤≤ 
nnnnعلاوه  بر باشند و

yx
∞→∞→

= limlimصورت ، درين
nnnnnn

yyx
∞→∞→∞→

== limlimlim .  
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nnnnفرض كنيم .ثبوت
yux

∞→∞→
== limlim، 0پس براي>ε عددطبيعيK  وجود

  دارد طوريكه

εε
εεε
εεε

<−<−<−<−⇒
<−<−⇒<−
<−<−⇒<−

uyuzux
uyuy
uxux

nnn
nn

nn  

•==⇒

=⇒<−⇒<−<−⇒

∞→∞→∞→

∞→

yyx

uzuzuz

nnnnn

nnnn

limlimlim

limεεε
  

  

مقدار .9 مثال
n

n
n

sinlim
∞→

  .را محاسبه كنيد 

چون  :حل
nn

n
n

1sin1
⎟و −≥≥

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∞→∞→ nn nn

1lim01lim بنابرين

0sinlim =
∞→ n

n
n

 .  

تقرب  xبه nxترادفصورت  درين تقرب نمايد، xبه nxهرگاه ترادف متقارب. قضيه
  ، يعني.ميكند

nnnnnn
xxxxx

∞→∞→∞→
==⇒= limlimlim  

  : ثبوت
lim 0 : :

lim lim

n n nn

n nn n

x x N n N x x x x

x x x

ε ε
→∞

→∞ →∞

= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − ≤ − <

⇒ = = •

`
  

  
 nxصورت ترادف درين تقرب نمايد، xبه nxمنفي غير  هرگاه ترادف متقارب. قضيه

  ، يعني.تقرب ميكند xبه
nnnnnn

xxxxx
∞→∞→∞→

==⇒= limlimlim  
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   :ثبوت
0limاگر .حالت اول =

∞→ nn
x صورت ن، در آباشد  

2

2

lim 0 0 : : 0

0 0 0

lim 0 0 lim .

n nn

n n n

n nn n

x N n N x

x x x

x x

ε ε

ε ε ε
→∞

→∞ →∞

= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − <

⇒ ≤ < ⇒ ≤ < ⇒ − <

⇒ = = =

`

  

0lim .حالت دوم >=
∞→

xxnn
  و x<0صورت ندر آ 

( ) ( )

( )

0 : :

1 1

lim lim

n n

n

n

n n
n

n

n n nn n

x x x x
N n N x x

x x

x x x x
x x x

x x x x x

x x x x x

ε

ε ε

ε
→∞ →∞

− +
∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − =

+

− − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= < = − < =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ − < ⇒ = = •

`

  

  
صورت ترادف ، درينباشدطبيعي  عدد mحقيقي و ترادف اعدادnxهرگاه . بقيه ترادف

nmn xy   .گفته ميشود nxاز ترادف mاز بنام بقيهء بعد =+
  

12ترادف. 10مثال −= nxn ن بنويسيدرا درآ 10از نظرگرفته بقيه بعد را در.  
  عبارت است از 10 از ترادف بقيه بعد :حل

( )10 2 10 1 2 19 ,n ny x n n n+= = + − = + ∈`  
  از بالترتيب عبارت اند 10 از بقيه بعد و nxترادف عبارت ديگره ب

"
"

,27,25,23,21:
,9,7,5,3,1:

n

n

y
x

  

  .ميباشند 20از طاق بزرگتر اعداد ترادف بقيه عبارت از طاق و يعني ترادف اولي اعداد
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nmnيك ترادف اعداد حقيقي و nxهرگاه  .قضيه xy ن باشد، در آ از mاز بقيه بعد=+
  .متقارب باشد nyتنها اگر و متقارب است اگر nxصورت  نآ

lxnnفرض كنيم: ⇐ .ثبوت
=

∞→
lim صورت نآ در  

0 , :

: lim
n n m

n nn

N n N x l y l

n N m y l y l

ε ε ε

ε
−

→∞

∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − < ⇒ − <

⇒∀ ≥ − ⇒ − < ⇒ =

`
  

  . متقارب استnyپس 
lynnهرگاه:  ⇒ .ثبوت

=
∞→

limپس ،  
0 , :

: lim
n n m

n nn

N n N y l x l

n N m x l x l

ε ε ε

ε
+

→∞

∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − < ⇒ − <

⇒∀ ≥ + ⇒ − < ⇒ =

`
  

  •متقارب ميباشد  نيزnyنتيجه در
  

 c<0براي يك  اگر. باشد \∋xترادف اعداد حقيقي بوده  دو nxو naهرگاه .قضيه
  داشته باشيم كهNطبيعي يك عدد و

( ) ( ) 0lim.,,. =≥∀≤−
∞→ nnnn aiiNnacxxi  

xxnnدرينصورت
=

∞→
lim .  

  .ثبوت

{ }

lim 0 0 , , :

, : lim

n nn

n n nn

a K n K a
c

n Max N K x x c a c x x
c

εε

ε ε

→∞

→∞

= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ ≤

⎛ ⎞⇒∀ ≥ − ≤ < = ⇒ = •⎜ ⎟
⎝ ⎠

`
 

0صورت ن، در آباشد a<0نشان دهيد كه اگر. 11مثال
1

1lim =
+∞→ nan

  
  واضح است كه :حل
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0
1

1lim01lim,11110
1

1
=

+
⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=≤−

+ ∞→∞→ nann
c

nanana nn
  

0نشان دهيد كه. 12مثال 
2
1lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→ nn
 .  

  : حل
1 1 1 1: 0 , lim 0 lim 0 .
2 2n nn n

n
n n→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∀ ∈ − < = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

` 

  
10ا گر. 13مثال << b كنيد كه، ثبوت باشد( ) 0lim =

∞→

n

n
b.  

)داشت نامساوات برنولي نظر در با :حل ) 0,11 >+>+ anaa n  ميتوانيم 
  بنويسيم كه

( ) ( ) naa
b

bb
b

b n

b
a

n
nn

+
<

+
===−⇒>⇒<<
−=

1
1

1
1

1
101110

1
1

  

0وچون
1

1lim =
+∞→ nan

)، درنتيجه ) 0lim =
∞→

n

n
b .  

  

01limlim.  قضيه =⇔∞=
∞→∞→

n
nnn x

x  

  :ثبوت
1 1 1lim 0 : lim 0n nn n

n n

x N n N x
x x

ε ε
ε→∞ →∞

=∞⇔∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ > ⇔ < ⇔ = •` 
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lحقيقي مثبت بوده و ترادف اعدادnxهرگاه  .قضيه
x
x

n

n

n
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→

1lim داشته باشد،  وجود

0limمتقارب است و nx، ترادفl>1حالت در =
∞→ nn

x .  
ميگيريم كه نظر را طوري در r، حال عددl≤0همه واضح است كه  قبل از :ثبوت

1<< al  
=−<0را  laε طبيعي  عددk وجودارد طوريكه برايkn   داريم ≤

( )

112
11

1

111

0 ++−

−+
+

+++

=<<<<<⇒<⇒

=−+=+<⇒<−<−⇒<−

n

k
kkn

knnn

n

n

n

n

n

n

n

n

a
a
xaxaxaxxa

x
x

alall
x
xl

x
xl

x
x

"

εεεε
  

اگروضع كنيم
k
k

a
xC 1درانصورت =

10 +

+ << n
n Cax بنابرين  

•=⇒<<<−
∞→

+

+ 0lim10,0 1

1 nn

n

n xraCx 
  

تقارب ترادف  .14مثال
nn

nx
2

  .نظرداشت قضيه قبلي ارزياني كنيد در با =
  ميبينيم كه :حل

•=⇒=⇒

<=
+

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

∞→∞→

∞→+∞→

+

∞→

0
2

lim0lim

1
2
1

2
2lim2

2
1limlim

1
1

nnnn

n

n

nn
n

n

n

nx

n
n

n
n

x
x

  

  

0limlim1,0.       قضيه =⇔∞=⇒>>
∞→∞→ n

p

np

n

n a
n

n
aap  
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براي .ثبوت
n

p

n a
nx   داريم كه =

( )

•=⇒=⇒

<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

∞→∞→

∞→+∞→

+

∞→

0lim0lim

1111lim1limlim
1

1

n

p

nnn

p

np

n

n

p

n
n

n

n

a
nx

an
n

an
a

a
n

x
x

  

  خواص ترادفهاي متقارب. 3
صورت براي نآ متقارب اعداد حقيقي باشند، در ترادف دو nbو naهرگاه . قضيه

IR∈α ترادفهايnn ba +  ،naα  ،nnba  ،
n

n

b
a نيزمتقارب اند و  

( ) ( ) ( ) ( )nnnnnnnnnnnnnn
babababa

∞→∞→∞→∞→∞→∞→
=±=± limlimlim.2,limlimlim.1

 

( ) ( ) 0lim,
lim
lim

lim.4,limlim.2 ≠=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∞→

∞→

∞→

∞→∞→∞→
b

b
a

b
abcbc

n
nn

nn

n

n

nnnnn
  

aannفرض كنيم  :ثبوت
=

∞→
lim  وbbnn

=
∞→

lim درانصورت ،  
  وجود دارد طوريكه Nطبيعي عدد ε<0حقيقي عدد براي هر.  1 

2
,

2
:, εε

≤−≤−≥∈∀ bbaaNnINn nn  
Nnطبيعي عدد بنابرين براي هر   ميتوان نوشت كه ≤

( ) ( ) ( ) ( )

εεε
=+<−+−≤

−+−=+−+

22
bbba

bbaababa

nn

nnnn

  

  بنابرين
( ) nnnnnnn

bababa
∞→∞→∞→

+=+=+ limlimlim  
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nnبراي تقارب ba   .بعين روش استدلال شده ميتواند −
  همچنين. 2

( ) ( ) aaabbabbabaa

abbababaabba

nnnnnn

nnnnnn

−+−≤−+−≤

−+−=−
  

aaabbaabba nnnnn −+−≤−⇒  
01نتيجه ميشود كه اين برادف محدود است بنابرين عدد naتقارب از >M دارد  وجود

1Manنامساوات nطبيعي عدد طوريكه براي هر بنابرين براي صدق ميكند،≥
{ }bMM ,sup:   داريم كه =1

bbMbbMabba nnnn −+−≤−⇒  
  ميدانيم كه

1 1

2 2

lim 0 , :
2

lim 0 , :
2

n nn

n nn

a a K n K a a
M

b b K n K b b
M

εε

εε

→∞

→∞

= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − <

= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − <

`

`
  

}بنابرين براي }21 ,sup KKK Knطوريكه nطبيعي عدد براي هر و= ≥ 
  ميتوان نوشت كه

εεε
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<−+−≤−⇒

M
M

M
MbbMbbMabba nnnn 22

( ) ( ) ( )nnnnnnn
baba

∞→∞→∞→
=⇒ limlimlim.2  

cbnوترا دف ثابت naبراي ترادف . 3 aannحاليكه در=
=

∞→
limوcbnn

=
∞→

lim با 
  در نظرداشت حاصل ضرب ترادفهاي متقارب مينويسيم كه

( ) ( ) ( )( ) ( )nnnnnnnnnnn
acababac

∞→∞→∞→∞→∞→
=== limlimlimlimlim  

قدم اول نشان ميدهيم كه در. 4
nnn

n bb
∞→

∞→
=

lim
11lim .  
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  ميدانيم كه
bbbbbbbbbb nnnnn −≤−≤−−⇒−≤−  

( )ibbbb nn "−≤−−⇒  

bbnnنظرداشت اينكه در با
=

∞→
lim براي ،b

2
1

1 =ε 1طبيعي عددK دارد  وجود
  طوريكه

( )

( )ii
bb

b
b

bbb
b

b

bbbbbbbb

bbbbbbKn

n

nnn

nnnn

n

i

nn

"21
22

:

11

111

≤⇒

≤⇒≤−−≤−⇒

≤−−≤−⇒−≤−−≤−⇒

−≤−−≤−⇒≤−≥∀

εε

εε

  

  همچنين

( )

{ }

2

2

1 2

lim 0 : :
2

1 1 10 , sup , :

n n nn

n
n

n n n

b b N n N a a b iii

b bN N N b b
b b b b b b

εε

ε

→∞
= ⇒∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ − ≤

−
⇒∀ > = − = = −

` "
  

( ) ( )

εε
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−≤−⇒

2

22 2
2211 b

b
bb

bbb

iii

n

n

ii

  

.
lim

111lim11

nnn
n

n bbbbb
∞→

∞→
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒≤−⇒ ε  

  ترادفها داريم كهنظرداشت ليمت حاصل ضرب  باالآخره با در
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( ) •=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∞→

∞→

∞→∞→∞→∞→
nn

nn

n
nnn

n

nn
n

n

n b
a

b
a

b
a

b
a

lim
lim1limlim1limlim 

  

مقدا ر. 15 مثال
2

221lim
n

n
n

+
∞→

  .را محاسبه كنيد 
  : حل

22021lim21lim21lim
222

2

=+=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+
∞→∞→∞→ nnn

n
nnn

  

  

مقدا ر. 16مثال 
3

23

21
12lim

n
nn

n +
++

∞→
  .را محاسبه كنيد 

  :حل

2
1

21lim

121lim

21

121
lim

21
12lim

3

3

3

3

3

23

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
+

++
=

+
++

∞→

∞→

∞→∞→

n

nn

n

nn
n

nn

n

n

nn
  

  
  )مونوتون(ترادفهاي يكنواخت .4

، اگر نامساوات متزايد است naگفته ميشود ترادفي از اعدا دحقيقي باشد، naهرگاه .تعريف
""هاي ≤≤≤≤≤≤ +1321 nn aaaaa را صدق كند وna  را متناقص

""گويند درصورتيكه نامساوات هاي ≥≥≥≥≥≥ +1321 nn aaaaa  را
  .د، بنام ترادف يكنواخت گفته ميشودمتناقص باش ترادفي كه متزايد يا .صدق نمايد

≥+1را  naشرط متزايد بودن ترادف nn aa1متناقص بودن را و+≥ nn aa ميتون در نيز 
  . رفتنظرگ
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دقيق متزايد ناميده ميشود اگر naهمچنين
"" <<<<<< +1321 nn aaaaa  باشد و دقيق متناقص ناميده ميشود

""وقتي كه >>>>>> +1321 nn aaaaa باشد.  
  

  :ترا دف هاي متزايد .17مثال

1,,,,,:.
,,,4,3,2,1:.

32 >=

=

aaaaaabii
nnai

nn
n

n

""
""

  

  
  :ترا دف هاي متناقص .18مثال

2 3

1 1 1 1 1. :1 , , , , , ,
2 3 4

. : , , , , , 0 1

n

n n
n

i u
n n

ii w b b b b b b

=

= < <

" "

" "
  

  
  :ترادف هاي غيريكنواخت. 19مثال

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1. 1 : 1, , , , , 1 ,
2 3 4

. 1 2 : 2 , 4 , 6 , 8 , , 1 2 ,

n n

n

n n

n

i y
n n

ii z n n

= − − − −

= − − − −

" "

" "
  

  
 اگر  فقط حقيقي متقارب است اگرو اعداد از naترادف يكنواخت .قضيه تقارب يكنواخت

  برعلاوه. باشد محدود
}صورت نآ باشد، در محدود ترادف متزايد و naاگر .1 }lim supn nn

a a
→∞

=.  
}صورت نباشد، درآ محدود ترادف متناقص و naاگر .2 }lim infn nn

a a
→∞

=. 

  .ترادف متقارب محدود است يه قبل هرطبق قض: شرط لزوم .ثبوت
}بالا محدود باشد  از متزايد و naاگر: شرط كافي } aan =sup متناهي است موجود و .

  دارد طوريكه وجود Nطبيعي عدد ε<0پس براي هر
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aaa N ≤<− ε  
Nnبراي nNداريم كه ≤ aa aanطبيعي عدد هربراي  و ≥   پس ≥

{ }nnnn aaaaaa suplim ==⇒≤<−
∞→

ε  
}، پس ترادفپايان محدود باشد از متناقص و naدرصورتيكه  }na− بالا  از متزايد و

  محدود است و
{ } { } ( )

{ }•=⇒

=−−=⇒−=−⇒=

∞→

∞→∞→

nnn

nnnnnn

aa

aababab

inflim

limlimsupinf:
  

نشان دهيد كه ترادف. 20مثال
n

xn

1
4
1

3
1

2
11 +++++=   .متباعد است "

  :حل
  

 

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

4
1

4
1

2
11

2
1

12
1

4
1

3
1

2
11

2

2

12

nxn

x

x

n

n

n

nn

nn

+>⇒+=+++++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++>⇒

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

−

"

""

""

  

nxديده ميشود وه ترادف
2

است بنابرين  محدود غير نيزnxدرنتيجه ترا دف محدود و غير 
  .ميباشد متباعد

) ترادف رجعي  .21مثال )32
4
1

1 +=+ nn yy  ،11 =y نظرگرفته نشان  را در
  .دهيد كه متقارب است و ليمت آنرا دريافت كنيد

)ديده ميشود كه :حل ) 2
4
532

4
1

2 <=+=y 221يعني << yy فرض ،
  ميكنيم كه
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( ) ( ) 2
4
734

4
132

4
12 1 <=+<+=⇒< + kkk yyy  

21نتيجه در <+ky پس ترادفnyمحدود ميباشد بالا از .  
  :متزايد استnyحال بروش استقراء نشان ميدهيم كه

  :n=1براي

2121 2
51 yyyy <⇒=<=  

knفرضا ً براي >+1نامساوات = kk yy اساس آن ميتوان نوشت كه بر، باشد قرار بر  

( ) ( ) 2111 32
4
132

4
13232 ++++ =+<+=⇒+<+ kkkkkk yyyyyy  

21لهذا ++ < kk yyعدد طبيعي  ، پس براي هرn 1نامساوات+< nn yy صدق ميكند .
صورتيكه در. بالامحدود متقارب ميباشد زترادف متزايد و ا. متزايد استnyبنابرين ترادف

yynn
=

∞→
lim باشد داريم كه  

( ) ( )

( )
2
3lim

2
332

4
1

3lim2
4
1lim32

4
1

11

=⇒=⇒+=⇒

+=⇒+=

∞→

∞→+∞→+

nn

nnnnnn

yyyy

yyyy
  

  
nnترادف رجعي. 22مثال xx 21 =+  ،11 =x نظرگرفته نشان دهيد كه  را در

  . يافت كنيد متقارب است و ليمت آنرا در
21واضح است كه  n=1براي  :حل 21 <<< xx .  

knفرضا ً براي 21نامساوات = 1 <<≤ +kk xx اساس آن ميتوان  ، برباشد قرار بر
  نوشت كه

2142221

422221

11

11

<<≤⇒<<≤<⇒

<<≤⇒<<≤

++

++

kkkk

kkkk

xxxx

xxxx
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21بنابرين 1 <<< +nn xx يعني ترادفnx نتيجه متقارب  محدود است در متزايد و
xxnnدهيم كه قرار اگر. ميباشد

=
∞→

lim صورت ندر آ  

20022

2lim2lim2
22

11

=∧=⇒=−⇒=⇒

=⇒=⇒=
∞→+∞→+

xxxxxx

xxxxxx nnnnnn  

21چون ≤≤ nx 2پسlim ==
∞→

xxnn
.  

  

⎟⎟ترادف رجعي. 23مثال
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+

n

nn x
axx

2
1

1  ،11 =x 0رابراي>a در 

  .يافت كنيد ارب است و ليمت آنرا درنشان دهيد كه متقنظرگرفته 
02يك حل معادله nxچون  :حل 1

2 =+− + axxx nnn كه بايد ،است  
( ) 2,0042 2

1

2

1 ≥∀>≥⇒≥−−=Δ ++ naxax nn  
  است و پايان محدود از nxپس ترادف 

( )

nnnn

n

n

n

nnnn

xxxx
x

ax
x
axxxx

≤⇒≥−

≥
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−

++

+

11

2

1

0

0
22

1
  

  وضع ميكنيم. متقارب ميباشد ميباشد لذا پايان محدود متناقص است و ازnxبنابرين ترادف
xxnn

=
∞→

lim  
  ازينجاداريم كه

( ) ( )( )

.lim

002

0limlim2lim
22

1
2

axax

xaaxxx

axxx

nx

nnnnnn

=⇒=⇒

=−⇒=+−⇒

=+−

∞→

∞→+∞→∞→

  

  .ميگيرد استفاده قرار مورد aمثبت عدد محاسبه جذر بخاطر nxترادف .داشت ياد
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11ترادف  :قضيه  
n

ne
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  متقارب است و    

1lim 1 2.7182818284 ...
n

n
e

n→∞

⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  ميدانيم كه . ثبوت
2 31 1 1 1 11 ...

0 1 2 3

n nn n n n n
nn n n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  ازينجا بدست مي آيد كه 

1

1 1 1 1 1 2 1 1 2 11 ... ...
1! 2! 3! !

1 1 1 1 1 2 1 1 2 11 ... ...
1! 2! 3! ! 1

n

n

n n n n ne
n n n n n n n
n n n n ne

n n n n n n n+

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

1neديده ميشود كه   متزايد است وne، يعني ترادفميباشدneداراي يك جمله مثبت بيشتراز +
  كه روابط  فوق ديده ميشود از

2

1
2

1 1 1 1 1 1 1 12 1 ... 1 1 ... 1 3
1! 2! 3! ! 2 2 2 1

n

ne
n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞< < + + + + + < + + + + + < + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

2بنابرين   3ne< متزايد  و ترادف محدود محدود است وneبوده درنتيجه ترادف  >
  متقارب يميباشد، پس ميتوانيم وضع كنيم

1 1 1 1 1 1 2 1 1 1lim 1 lim 1 . . . .
1! 2! 3! !

n

n n

n n n ne
n n n n n n n→∞ →∞

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" "

1 1 1 1 1 1 1lim 1 1 ....
1! 2! 3! 4! 5! 6!

n

n
e

n→∞

⎛ ⎞⇒ = + = + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

) يك سلسلهء عددي(يت اعداد مثبت سمت راست رابطهء اخير يك مجموعهء متشكل ازبينها 
 سمت راست بيشتر انتخاب شود عدد حاصل از اندازه كه تعداد عناصرسلسله از بهر. ميباشد

  :مثال ، بطوربدست مي آيد ي لميت دقيقترت تقريبمجموع آنها بحيث قيم
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1 1 1 1 1 1 1 1 11 2 2.711665
1! 2! 3! 4! 5! 2 6 24 120

e ≈ + + + + + = + + + + = 

 اعشاري طور از رقم بعد دو تا eديده ميشود كه از مجموع شش عنصر سلسله، عدد مطلوب  
  اعشاري عبارت است از از تاده رقم بعد eعدد دقيق محاسبه ميگردد،

  
2.7182818284 ...e ≈  

  
  ترادفهاي فرعي .5

}هرگاه. تعريف }nx حقيقي و يك ترادف اعداد{ }kn اعداد از متزايديك ترادف دقيق 
} صورت ترادف ني باشد در آطبيع }

knx بنام ترادف فرعي از را{ }nx مي گويند.  
 

1ترادف . 24مثال ,nx n
n

=   .انرا بنويسيد را درنظرگرفته، دو ترادف فرعي از `∋

1ترادف هاي :حل
2ny

n
1و=

2 1nz
n

=
−

دف هاي فرعي مربوط ترادف ترا عبارت از
  ، آنهارا درذيل مقايسوي مينويسيمفوق اند

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: , , , , , , , , , ,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1: , , , , , , , ,
2 2 4 6 8 10 12 14 16

1 1 1 1 1 1 1 1 1: , , , , , , , ,
2 1 1 3 5 7 9 11 13 15

n

n

n

x
n

y
n

x
n

=

=

=
−

"

"

"
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  .است xمتقارب به  ن نيزترادف فرعي آ ، هرباشد xمتقارب به عدد nxترادف اگر .قضيه
limچون  .ثبوت nn

x x
→∞

0ε، پس براي هر= )طبيعيد عد ،< )N ε دارد،  وجود
)طوريكه اگر )n N ε≥ صورت نآ باشد درnx x ε− حال ترادف فرعي. است >

nkx طبيعي ، ترادف اعدادنظر ميگيريم در راnk يعنيمتزايدا ست ،  
1 2 3 nk k k k< < < < <" "  

1واضح ديده ميشود كه  1k ≥  ،2 2k ≥  ،3 3k nkو...  ،  ≤ n≥ براي، بنابرين ،
( )nk n N ε≥ نيز داريم كه ≤

nkx x ε− ، درنتيجه ترادف فرعي  >
nkx نيزبه

x متقارب ميباشد•  
  

]انتروالهاي. نترولهاترادف ا ]nnn baI  ترادف هاي اعدادnbو naدرحاليكه=,
nnخاصيت حقيقي با ba ترادف هاي انتروالها . يك ترادف انتروالهااست عبارت از باشند، >

  از انتروالهاي به ترتيب عبارت اندتقاطع ترادف  و اتحاد .ميتواند باز يا بسته باشند

∩∪ ""
∞

=

∞

=

∩∩=∪∪=
1

321
1

321 ,
nn

n IIIIIII  
  

⎦⎥درنظرداشت ترادف انتروالهاي با. 25مثال
⎤

⎢⎣
⎡−=

nn
I n

،1I ،2I ،5Iانتروالهاي1,1

∪
∞

=1n
nI و∩

∞

=1n
nI را بنويسيد.  

  : حل

[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−=−=

5
1,

5
1,

2
1,

2
1,1,1 521 III  

[ ] { }0,1,1
11

=−=
∞

=

∞

=
∩∪
n

n
n

n II  
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⎟ترادف انترولهاي. 26مثال
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
n

nI n

،    1I  ،3I، 4I، ،5Iنظرگرفته در1,0

∪
∞

=1n
nIو∩

∞

=1n
nI را معين كنيد.  

  :حل

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

4
5,0,

3
4,0,2,0 431 III  

( ) ( )1,0,2,0
11

==
∞

=

∞

=
∩∪
n

n
n

n II  
  
  

انتروال  هر ميشود، اگرمتداخل متداخل گفته  ،nIترادف انتروالهاي .انتروالهاي متداخل
ن صدق تداخل ذيل در آ `∋n ، يعني براي هربرداشته باشد آن انتروال بعدي اش را در

  :نمايد
1 ,n nI I n+ ⊂ ∈`  

  
 

  . طع ترادف انترولهاي بستهء متداخل، يك ست خالي نيستتقا. قضيه
]اگر   .ثبوت ],n n nI a b=واضح است كهادف انترولهاي بستهء متداخل باشدتر ،  

[ ] [ ] [ ] [ ]1 1 2 2 3 3, , , ,n na b a b a b a b⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂" "  
  يعني

1 2 3 3 2 1n na a a a b b b b≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤" " "  
  ، بنابرين متقارب بوده ومحدود است و متزايدnaپس ترادف
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1 1

lim ,

,

m m mn

n n nn n

a a b m a a b

a I n a I I
→∞

∞ ∞

= =

= ≤ ∀ ∈ ⇒ ≤ ≤

⇒ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈ ⇒ ≠∅ •∩ ∩

`

`
  

  
صورتيكه  ، درطع ترادف انترولهاي بستهء متداخلتقا). اصل انتروالهاي متداخل( قضيه

گاه هر عبارت ديگره ، باست فقط داراي يك عنصر تقرب كند، بصفر ترادف طول هاي آنها
[ ],n n nI a b= يك ترادف انترولهاي بستهء متداخل بوده و

( )lim lim 0n n nn n
I b a

→∞ →∞
= − موجود  \∋aيكتاي  صورت عدد باشد، درين=

است طوريكه
1 nn
I

∞

=
≠ ∅∩ .  

  دارد، طوريكه وجود aحقيقي  قل يكعددداشت قضيه قبلي لاا نظر در با .ثبوت
,n na a b n≤ ≤ ∈`  

دا شته باشد  وجود نيز bحقيقي دومي  ، يعني عدديكتا نباشد aحال فرض كنيم اين عدد
  كه

,n na b b n≤ ≤ ∈`  
aبالفرض  و b< پسباشد ،  

, 0n n n na a b b n b a b a≤ < ≤ ∈ ⇒ < − < −`  
)توجه به اينكه با )lim 0n nn

b a
→∞

−   ، ميابيم كهاست =
0 0b a< − <  

a، يعني ممكن است واين نتيجه غير b= مطلوب يكتاست ، عددبوده•  
  

ي يك ترادف فرعي متقارب ترادف محدود، دارا هر). وايرشتراس -نوبولزا(قضيه 
  )بدون ثبوت(      . ميباشد
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صورتيكه  ، درترادف اساسي گفته ميشود يا كوشي و يك ترادف nxترادف .ترادف كوشي
 جوره اعداد وجود داشته باشد، طوريكه براي هر Nيك عدد طبيعي  εعدد مثبت  براي هر
  شرط  Nبزرگتر از nو mطبيعي

m nx x ε− <  
  .صدق نمايد

  
  .ترادف متقارب، يك ترادف كوشي است هر. قضيه
0limمتقارب بوده و  nxففرض كنيم تراد .ثبوت >=

∞→
xxnn

صورت  ندر آ باشد، 
  وجود دارد طوريكه 2Nو 1Nا عداد طبيعي  εعدد مثبت  براي هر

1,
2mx x n Nε

− < ∀ ≥  

2,
2nx x n Nε

− < ∀ ≥  

}براي  بنابرين }1 2max ,N N N= طبيعي اعداد وm وn طوريكه,m n N≥ 
  باشد، داريم 

( ) ( )
2 2m n m n m nx x x x x x x x x x ε ε ε− = − + − ≤ − + − < + =  

, ,m nx x m n Nε⇒ − < ≥  
  •ترادف كوشي است  nxدرنتيجه

  
  .ترادف  كوشي، محدود است هر. قضيه
1ε، آنگاه براي، يك ترادف كوشي باشدnxففرض كنيم تراد .ثبوت  Nعدد طبيعي =
n، طوريكه براي دارد وجود N≥ 1شرطn Nx x−   ، بنابرينصدق ميكند≥

1n n N N n N N Nx x x x x x x x= − + ≤ − + < +  
  وضع كنيم حال اگر
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{ }1 2 3 1: sup , , , , , 1N NM x x x x x−= +…  
nxنامساوات nطبيعي عدد براي هرنتيجه ميگيريم كه  M≤ف، پس ترادصدق ميكند

nx محدود است•  
  

متقارب  يك ترادف كوشي است، اگروتنها اگر nxحقيقي ترادف اعداد). كوشي(قضيه 
  .باشد

، حال به ترادف متقارب، يك ترادف كوشي است قبلي ثبوت شد كه هر قضيه در .ثبوت
  :ترادف كوشي متقارب است اثبات ميرسانيم كه هر

موجب قضيه ه ب ، پس اين ترادف محدود است و، يك ترادف كوشي باشدnxففرضا ً تراد
ايرشتراس داراي يك ترادف فرعي متقارب و -بولزانو

knx اگر ميباشد وlim
kk

nn
x x

→∞
در =

  گيريم پس نظر

1 10 , : ,
2kn kN x x n Nεε∀ > ∃ ∈ − < ∀ ≥`  

2mموجود است طوريكه براي هر 2N، عدد طبيعي ترادف كوشي است nxوچون N>
2nوهر N> داريم  

2m nx x ε
− <  

}بنابرين براي }1 2max ,N N N= طبيعي عدادو اm وn طوريكه,m n N≥ 
  باشد، داريم 

( ) ( )
2 2k k k kn n n n n n nx x x x x x x x x x ε ε ε− = − + − ≤ − + − < + =  

, limn nn
x x n N x xε

→∞
⇒ − < ≥ ⇒ =  

  •متقارب است  nxدرنتيجه ترادف
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  تمرين .6

  :ترادف هاي ذيل را بنويسيد زپنج عنصر اول هر يك ا

( ){ } cos 1 11. 1 1 , 2. , 3. , 4.
2 1

n
n n n

n n
π ⎧ ⎫ −⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞+ − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ +⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

 

( )4 15. , 6. 2 , 7. 1 , 8.
8 7 1

n
n n n n

n na a a a
n n n

+
= = = − =

− +
  

1 1 1 19. 256 , , 2 , 10. 1, , 2n n n na a a n a a n a n− −= = > = − = + >  
( )2

1 1 1 1 111. 1, , 2 , 12. 2 , 3 , 2n n n n na a a a n a a a n− − −= = + > = = >  
  :ترادف هاي ذيل را دريافت كنيد زيك ا ليمت هر

2

2

5 8 2 1 8 5 1 213. , 14. , 15. , 16.
3 1 1 3 2

n n n n n
n n n n n n
+ + + −⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− − + +⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

  
4 5

2

3 8 ln 317. , 18. , 19. 2 , 20. 1
5

n

nn n n
n nn

⎧ ⎫⎧ ⎫+ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎛ ⎞+⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  

( ){ } { } { }1 1
2

0
21. , 22. ln , 23. , 24. nxnn nn n n e dx

∞
−+ ∫

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

4

5 725. 6 , 26. 8 , 27. ln , 28.
6 8

n n n
n

n n n n
ea a a e n a
n

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 متناقص ويا  محدود بالا از نظرداشت اينكه متزايد و در ترادفهاي ذيل را با يك از تقارب هر
  :پايان محدود اند، نشان دهيد از

2

1 4 5 3 729. , 30. ln , 31. , 32.
2n

n n n n
n n n
+ + −⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  
 

  :ترادف هاي ذيل متباعد اند زچرا هركدام ا

( ){ } { } { }
3

2

7 533. 1 1 , 34. cos , 35. , 36.
100 220

n n nnx n
n

⎧ ⎫− +
+ − ⎨ ⎬+⎩ ⎭
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limداشت اينكه نظر با در. 37 1
1n

n
n→∞

=
+

0.01εاگر ،است  طبيعي ، عددانتخاب شود =

N را طوري  تعين كنيد كه براي تمامn N> 1شرط 0.01
1

n
n

− <
+

  .صدق نمايد

2داشت اينكه نظر با در. 38 1lim 2
3n

n
n→∞

+
=

+
0.01εاگر ،تاس   ، عددانتخاب شود=

nرا طوري  تعين كنيد كه براي تمام Nطبيعي N> 2شرط 1 2 0.01
3

n
n
+

− <
+

صدق 
 . نمايد
  .خالي باشد دف انتروالهاي متداخل را بنويسيد كه تقاطع آنهاترا. 39
]گرا. 40 ],n n nI a b= ثابت كنيد كهمتداخل باشد دف انتروالهاي بسته وترا ،lim nn

a
→∞

و 
lim nn

b
→∞

  .وجود دارند 

1براي . 41 1 0x y> )،  ترادفهاي< )1

1
2n n nx x y+ = 1nو + n nx x y+  را در =

  :نظرگرفته نشان دهيد كه
پايان  زا متناقص و nxترادف: ب       ،   است بالا محدود زمتزايد و ا nyترادف: الف

  .است محدود
1رابطه:  ج 1

1 1 0
2 n n

x y x y+ +

−
> − lim: ،          دصدق ميكند < limn nn n

x y
→∞ →∞

=.  
} اگر. 42 }na تردف متقارب به عددa طبيعي عدد براي هر وn شرطnxα β< < 

aα، نشان دهيد كهصدق نمايد β<   .است >
  
  :ت ترادف هاي ذيل را دريافت كنيدملي

( )
2

21 143. 1 , 44. sin 1 , 45.
2n n n

na n n a n a
n n

−
= + + = + =

+
  

1اگرترادف. 46 2n na a+ = ، ثبوت كنيدكهمثبت است، متقارب باشد1aحاليكه در +
lim 2nn

a
→∞

  .است =
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)ثابت كنيد كه اگر. 47 )1lim 0n nn
a a+→∞

−   .وشي استترادف ك na،باشد =
  nbيك ترادف فرعي از  naن را طوري انتخاب كنيد كهآ از nbو naترادفهاي فرعي .  48
  .ترادف اعداد جفت باشد يك ترادف فرعي از nbو

  :انها داده شده است يك از هر عنصر عمومي آنها بنويسيد كه چند ترادفهاي را توسط عنصر
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

49. 5 , 7 , 9 , 11, ?
1 1 1 150. , , , , ?
2 4 8 16
1 2 3 451. , , , , ?
2 3 4 5

n

n

n

a a a a a

a a a a a

a a a a a

= = = = =

= = − = = − =

= = = = =

  

  .تراف متباعد را بنويسيد كه مجموع آنها يك ترادف متقارب باشد دو. 52
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 فصل سوم
تماديت توابع  ليمت و  

 ن مفاهيم مختلف ليمت بطورآ ن قسمت رياضي است كه درآ عبارت از –رياضي  آناليز
مطرح  )تقارب ترادفها( مفهوم ليمت ترادف ها ،فصل دوم در. ميگيرد اصولي مورد استفاده قرار

 مفاهيم ليمت ترادف و. ميگيرد درين فصل ليمت تابع تحت مطالعه قرار. گرفت بحث قرار
بسياري موارد ليمت تابع به كمك ليمت ترادف هاي معين  در و مشابه اند همدگر توابع با

  . تحليل شده ميتواند توضيح و
  
  مفاهيم اساسي ليمت توابع .1
، قيمتcبه xبا نزديك شدن متحول ، اگراست lزعبارت ا cعدد درfليمت تابع 

( )f x بهl مينويسيم كه  نزديك شود و  
( )lim

x c
f x l

→
=  

  

)جهت تعين ليمت تابع. 1مثال ) ( )1 3 1
2

f x x= 4xدر − هاي اين تابع  قيمت =
4xجوار را در   :محاسبه مينماييم  نآ از بزرگتر يا و كوچكتر =

( )
( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )

3.9 5.35 4.1 5.65

3.99 5.485 4.01 5.515

3.999 5.4985 4.001 5.5015

3.9999 5.49985 4.0001 5.50015

3.99999 5.499985 4.00001 5.500015

f f

f f

f f

f f

f f

= =

= =

= =

= =

= =

  

بزرگتر، قيمت  و حالت كوچكتر دو در 4به عدد xنزديك شدن متحول ديده ميشودكه با
  ، پسنزديك شده ميرود 5.5تابع به
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( ) ( )
4 4

1lim lim 3 1 5.5
2x x

f x x
→ →

⎡ ⎤= − = ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  
يا تقرب ميكند  "و  "نزديك شود به "دقيق، مفهوم  جهت توضيح منطقي و .تعريف ليمت

  :ميدهيم ذيل تحت بحث قرار لازم است يك روش فني داشته باشيم كه آنرا قرار "به
، يك εحقيقي مثبت عدد براي هر ، اگرگفته ميشود cعدد درfليمت تابعlحقيقي  عدد

)مجاورت از xداشته باشد طوريكه براي هر وجود δعدد مثبت ),c cδ δ− +، 
)قيمت )f x شامل مجاورت( ),l lε ε− x، درينجا باشد+ c≠ فرض ميشود و 
  معمولا ً مينويسيم كه. ميباشد εمربوط δعدد

( )lim
x c

f x l
→

=  
  عبارت دگره ب

( ) ( ) ( ) ( )lim 0 0: , ,
x c

f x l x x x f x l lε δ δ δ ε ε
→

= ⇔∀ > ∃ > ∈ − + ⇒ ∈ − +  
:عبارت فوق معادل است بااينكه  

 براي هر اگر، تقرب نمايدaبه  xاست زماني كهlمساوي به عدد  xf)(ليمت تابع   
xنامساوات وجودداشته باشد طوريكه از δ، يك عدد مثبتεحقيقي مثبت عدد a δ− <

)، نامساوات )f x l ε−  ، يعنيبدست آيد >
( ) ( )lim 0 0 : 0

x c
f x l x a f x lε δ δ ε

→
= ⇔ ∀ > ∃ > < − < ⇒ − <  

ذيل مرتب  ، قيمت هاي اين تابع  قراراست مطابق تعريف فوق نشان ميدهيم كه. 2 مثال
  ميگردد

( )
( )
( )
( )
( )

3.9 4.1 5.35 5.65

3.99 4.01 5.485 5.515

3.999 4.001 5.4985 5.5015

3.9999 4.0001 5.49985 5.50015

3.99999 4.00001 5.499985 5.500015

x f x

x f x

x f x

x f x

x f x

< < ⇒ < <

< < ⇒ < <

< < ⇒ < <

< < ⇒ < <

< < ⇒ < <
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0εبنابرين براي 0δعدد <   دارد طوريكه وجود <
( )

( )
( )

4 4 5.5 5.5

4 5.5

4 5.5

x f x

x f x

x f x

δ δ ε ε

δ δ ε ε

δ ε

− < < + ⇒ − < < +

⇒ − < − < ⇒ − < − <

⇒ − < ⇒ − <

  

  تعريف داريم كه لهذا مطابق

( ) ( )
4 4

1lim lim 3 1 5.5
2x x

f x x
→ →

⎡ ⎤= − = ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
  

به كمك جدول ياگراف  .3مثال
0

1lim sin
x x→

  .را ارزيابي كنيد 

1sinyقيمت هاي تابع :حل
x

ه يـك  ب و نوسان مي كند+ 1و -1بين  بينهايت دفعه در=
  :نظرگيريد مثال جدول ذيل را در ، بطورگردد قيمت مشخص منتهي نمي

"  2
11π 2

7π 2
3π " 2

9π 2
5π  2

π  x  
1-  1-  1-  1-  1  1  1  1  1sin x  

1sinyتقرب ميكند،  0بطرف  xپس زمانيكه متحول
x

 تقرب نمـي معين  يك عدده ب =

، لهذانمايد
0

1lim sin
x x→

  .اشكال ذيل ديده شود. وجود ندارد

  
  

)براي تابع  .4مثال ) 3 4f x x= )كه  ، نشان دهيد+ )
5

lim 19
x

f x
→

  .است =
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و εمثبت عدد براي هر :حل
3
εδ   ميتوان نوشت كه  =

( )

0 5 5 3 5 3 15
3

3 4 15 4 3 4 19 19

x x x x

x x f x

εδ ε ε

ε ε ε

< − < ⇒ − < ⇒ − < ⇒ − <

⇒ + − − < ⇒ + − < ⇒ − <
 

  
 ـصورت موجوديت،  يكتا است يك نقطه در ليمت يك تابع در. )يكتايي ليمت( قضيه   ه، ب

)عبارت دگر درصورتيكه )lim
x a

f x
→

1باشد، پس 2lو 1lقيمت داراي دو  2l l= ا ست.  
)فرضا ً :ثبوت ) 1lim

x a
f x l

→
)و= ) 2lim

x a
f x l

→
، با توجه به تعريف ليمت براي =

  ، طوريكهموجود اند 2δو 1δاعداد مثبت  εعدد مثبت  هر

( ) ( )1 1 2 20 , 0
2 2

x a f x l x a f x lε εδ δ< − < ⇒ − < < − < ⇒ − <  
}براي  }1 2min ,δ δ δ=  داريم كه  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 1 2 1 22 2

l l l f x f x l l f x f x l

l f x l f x l l lε ε ε ε

− = − + − ≤ − + −

= − + − < + = ⇒ − <
  

1درنتيجه عدد 2l l− عدد مثبت كوچك  هر ازε 1، يعني است كوچكتر 2l l= ميباشد•  
 

  ليمت هاي يكطرفه
0εعدد براي هر اگر: راستليمت  0δكعدده ي، ب< داشته باشد، طوريكه براي  وجود <

0با xعدد هر x a δ< − )شرط > )f x l ε− lصورت  ، درينصدق نمايد >
  مينويسيم گفته ميشود و aدر fليمت راست

( )lim
x a

f x l
+→

=  
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0εعدد صورتيكه براي هر در: ليمت سمت چپ 0δ، بكعدد< داشته باشد،  وجود<
0با xعدد طوريكه براي هر a x δ< − )شرط > )f x l ε− ، صدق نمايد >

  مينويسيم گفته ميشود و aدر fليمت چپlصورت  درين
( )lim

x a
f x l

−→
=  

  
تعريف ) aولوبغيرازعدد(يك انتروا ل  درfهرگاه تابع ). شرط موجوديت ليمت( قضيه

)صورت ، درينشده باشد )lim
x a

f x
→

)تنها اگر  و ، اگرموجود است )
0

lim
x

f x
+→

و
( )

0
lim
x

f x
−→

  حالت داريم كه مساوي باشند، درين با همديگر وجوداشته و
( ) ( ) ( )lim lim lim

x ax a x a
f x f x f x l

+ − →→ →
= = =  

  عبارت ديگره ب
( ) ( ) ( )lim lim lim

x ax a x a
f x l f x f x l

+ − →→ →
= = ⇔ =  

)گرا: ⇐ ثبوت )lim
x a

f x l
→

  تعريف ، مطابقباشد =

( )
( )
( )

lim
0 , 0 :

lim
x a

x a

f x l
x a f x l

f x l
ε δ δ ε

+

−

→

→

=⎧⎪∀ > ∃ > − < ⇒ − < ⇒ ⎨ =⎪⎩
  

  برعكس فرض كنيم كهه ب: ⇒ثبوت 
( ) ( )lim lim

x a x a
f x l f x

+ −→ →
= =  

0εصورت براي هر درين 1اعداد < 0δ 2و < 0δ   موجود اند، طوريكه <
( ) ( )1 20 , 0x a f x l x a f x lδ ε δ ε< − < ⇒ − < < − < ⇒ − <  

}انتخاب حال با }1 2min ,δ δ δ=واضح است كه  
( )x a f x lδ ε− < ⇒ − <  

  درنتيجه
( )lim

x a
f x l

→
= •   
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  محاسبه ليمت توابع تشخيص و .2
  كه عبارت از محاسبه گردد يا بصورت عموم ليمت توابع به سه طريق ميتواند تشخيص و

 نترسـيم كـرد در آ   بتـوان گـراف تـابع را    درين روش اگـر  :استفاده ازترسيم گراف .1
شهودي انجـام ميشـود امـا  ممكـن      محاسبه ليمت بطور يا گراف  موجوديت و صورت از

طويـل باشـد بنـابرين ايـن روش       بسياري حالات پيچيـده و  است  ترسيم گراف توابع در
  .ميگيرد استفاده قرار مقدماتي مورد بحيث متود

همجوار ميتوان  و به كمك جدول قيمتهاي متواتر ليمت يك تابع را :استفاده ازجدول .2
مستلزم محاسبه عددي طويل و دقيق است، پس  روش مـذكور   تعين كرد، اين روش نيز

 .شهودي ميباشد مقدماتي و نيز
 ، ليمت هاي داده شده محاسبه وخواص توابع الجبري و به كمك قواعد  :متودالجبري .3

 .مورد تطبيق قرارميگيرد بيشتر موثري عملي بوده و ه نحواين روش ب. معين ميگردد
  

)چپ تابع ليمت هاي راست و .5مثال ) 5
5

xf x
x
−

=
−

  .معين كنيد 5را در

  داريم كه استفاده ازخاصيت الجبري قيمت مطلقه اعداد با :حل

( )

( )
( )

( )

5 5 5 5

5 5 5 5

5 5lim lim lim lim1 1
5 5

5 5lim lim lim lim 1 1
5 5

x x x x

x x x x

x xf x
x x

x xf x
x x

+ + + +

− − −

→ → → →

→ → → →

− −
= = = =

− −

− −
= = = − = −

− − −

  

 5بنابرين ليمت تابع در همديگرمساوي نبوده و با fچپ پس ليمت هاي راست و
   .وجودندارد

  

)ليمت هاي راست وچپ تابع .6مثال )
0 0
1 0

x
f x

x
<⎧

= ⎨ ≥⎩
  .معين كنيد 0را در

  كه نظرداشت گراف اين تابع واضح ديده ميشود در با :حل
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( ) ( )
0 0 0 0

lim lim1 1 , lim lim 0 0
x x x x

f x f x
+ + − −→ → → →

= = = =  
 0بنابرين ليمت تابع در همديگرمساوي نبوده و با fچپ هم ليمت هاي راست و باز

 .وجودندارد

  
  
  

)قيمتهاي .7مثال )
0

lim
x

f x
→

 ،( )
1

lim
x

g x
→

)و  )
1

lim
x

h x
→

گرافهاي  استفاده از را با 
  .شده اند، دريافت كنيدتوابع مربوط كه ذيلا ً داده 

  
  

) :حل )i گراف از( )y f x= واضح ديده ميشودكه  
( ) ( ) ( ) ( )

00 0
lim 1, lim 1 lim 1 0 5

xx x
f x f x f x f

− + →→ →
= = ⇒ = ≠ =  

 ( )ii توجه به گراف با( )y g x= داريم كه  
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
lim 2 , lim 2 lim lim
x x x x

g x g x g x g x
− + − +→ → → →

= − = ⇒ ≠  
)، پسمساوي نيستند چپ بايكديگر چون ليمتهاي را ست و )

1
lim
x

g x
→

  .ندارد وجود 
( )iii همچنين از گراف( )y h x=بوضاحت ميبينيم كه  

( ) ( ) ( )
11 1

lim 2 , lim 2 lim 2
xx x

h x h x g x
− + →→ →

= − = − ⇒ = − i  
  

مقادير .8مثال
0

lim sin
x

x
→

و 
0

lim s
x

co x
→

  .را دريافت كنيد 
sinهاي توابعمحاسبه قيمت  استفاده از با :حل x وsco x جدول ذيل مرتب ميگردد  
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0.5−  0.1− 0.01− 0.01 0.1  0.5  x  

0.48− 0.0998− 0.0099998− 0.0099998 0.0998 0.48 sin x  
0.88  0.9950 0.99995 0.9999500 0.9950 0.88 sco x 

  
  ازجدول فوق ديده ميشود

0 0
lim sin 0 sin 0 , lim s 1 cos0
x x

x co x
→ →

= = = = i  
  

)لانتروا در f هرگاه. )معيارترادفي ليمت( قضيه ),a b از بغير( ),c a b∈  تعريف
)صورت ، درينشده باشد )lim

x c
f x l

→
 از nxترادف براي هر گراست، اگروتنها ا =

( ),a b طوريكهlim nn
x c

→∞
)، شرط تقاربباشد = )lim nn

f x l
→∞

يعني  .صدق نمايد =
  )140رضايي(

( ) ( ) ( )lim , :lim , limn n nx c n n
f x l x a b x c f x l

→ →∞ →∞
= ⇔∀ ∈ = =  

)هرگاه: ⇒ ثبوت )lim
x c

f x l
→

= ،nx دفي ا زترا( ),a b باشرطlim nn
x c

→∞
و =

nx c≠ عدد  مثبت ، پس براي هرباشدεيك عدد مثبت ،δ دارد طوريكه از  وجود
xنامساوات  c δ− )، نامساوات> )f x l ε− بايد  nxاما براي چنين بدست آيد، >

)كه  )f x l ε− داراي  nطبيعي عدد هر داردكه با وجودNطبيعي بنابرين عدد باشد، >
nشرط N> نامساوات( )nf x l ε− )، درنتيجه> )lim nn

f x l
→∞

= i  
)زا nxترادف فرض كنيم براي هر: ⇐ثبوت ),a bطوريكهlim nn

x c
→∞

و   =
( )lim nn

f x l
→∞

)بوده اما= )lim
x c

f x l
→

موجود  0εمثبت ، آ نگاه لااقل  يك عددباشد≠

1با nعدد طبيعي است كه براي هر
n

δ 10مشروط براينكه  = nx c
n

δ< − < = 
) داريم كه ،باشد )nf x l ε− )درنتيجه < )lim nn

f x l
→∞

واين خلاف فرضيه ا ست ≠
)، لهذا  )lim

x c
f x l

→
=  
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) مفاهيم، g و fبراي توابع اگر. لجبري ليمت توابعخواص ا )lim
x a

f x
→

و
( )lim

x a
g x

→
  وجود داشته باشند، پس 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1. lim lim lim

2. lim lim lim

lim
3. lim , lim 0

lim

x a x a x a

x a x a x a

x a

x a x a
x a

f x g x f x g x

f x g x f x g x

f xf x
g x

g x g x

→ → →

→ → →

→

→ →

→

+ = +⎡ ⎤⎣ ⎦

=⎡ ⎤⎣ ⎦

= ≠

 

)فرض كنيم   ):141مقدم(ثبوت ) 1lim
x a

f x l
→

)و= ) 2lim
x a

g x l
→

ترادف  ، براي هر=
limطوريكه nxدلخواه nn

x a
→∞

)روابط ،باشد = ) 1lim nn
f x l

→∞
)و = ) 2lim nn

g x l
→∞

= 
  بنابرخواص ترادف ها داريم كه صدق مينمايد،

( ) ( ) ( ) ( ) 1 21. lim lim limn n n nn n n
f x g x f x g x l l

→∞ →∞ →∞
+ = + = +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( )1 2lim lim lim
x a x a x a

f x g x l l f x g x
→ → →

⇒ + = + = +⎡ ⎤⎣ ⎦  
  بهمين قسم

( ) ( ) ( ) ( ) 1 22. lim lim limn n n nn n n
f x g x f x g x l l

→∞ →∞ →∞
= =⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( )1 2lim lim lim
x a x a x a

f x g x l l f x g x
→ → →

⇒ = =⎡ ⎤⎣ ⎦  
( )
( )

( )
( )

1
2

2

lim
3. lim , 0

lim
nn n

n
n nn

f xf x l l
g x g x l

→∞

→∞

→∞

= = ≠  

( )
( )

( )
( )

1

2

lim
lim

lim
nx a

x a
nx x

f xf x l
g x l g x

→

→

→

⇒ = = •  

  داريم كه kو cبا اعدادثابت... وf،g ،1f ،2f ،3fبراي توابع  .نتيجه
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 . lim , .

2 . lim , lim

3 . lim lim

4 . lim lim lim

x a

n n

x a x a

x a x a

x a x a x a

k k k co n st

x a x a

cg x c g x

f x g x f x g x

→

→ →

→ →

→ → →

= =

= =

=⎡ ⎤⎣ ⎦

− = −⎡ ⎤⎣ ⎦

  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 25.lim lim lim limn nx a x a x a x a
f x f x f x f x f x f x

→ → → →
+ + + = + + +⎡ ⎤⎣ ⎦" "  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 26. lim lim lim limn nx a x a x a x a
f x f x f x f x f x f x

→ → → →
=⎡ ⎤⎣ ⎦" " 

  .واضح اند 2و 1شماره هاي  :ثبوت
)براي تابع ثابت. 3  )f x c=داريم كه  

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim lim
x a x a x a x a

cg x c g x c g x
→ → → →

= =⎡ ⎤⎣ ⎦  
)بهمين قسم بادرنظرداشت تابع ثابت ) 1f x =   ميتوان نوشت كه−

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4. lim lim lim lim 1

lim lim 1 lim lim 1 lim lim lim
x a x a x a x a

x a x a x a x a x a x a x a

f x g x f x g x f x g x

f x g x f x g x f x g x
→ → → →

→ → → → → → →

⎡ ⎤⎡ − ⎤ = + − = + ⎡ − ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
= + − = + − = −

  

  .قرا ء بسادگي اثبات شده ميتوانندبروش است 6و 5 موارد
  

)نشان دهيد كه اگر .9مثال )lim
x a

f x
→

داريم  nطبيعي  عدد ، براي هرداشته باشد وجود 
  كه 

( )( ) ( )( )lim lim
nn

x a x a
f x f x

→ →
⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

  : حل
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
lim lim

lim lim lim lim lim

n

x a x a

n

x a x a x a x a x a

f x f x f x f x f x

f x f x f x f x f x

→ →

→ → → → →

⎡ ⎤ = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

= =

"

"
  

  
  نظرداشت قواعد ميتوان نوشت كه با در. 10مثال
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( ) ( )2
2 2. lim lim lim lim lim

1 1 1 1 1 1. lim lim
lim lim

n
n n

x a x a x a x a x a

n
n

nx a x a
x a x a

I x a x x a x x a

II
x x a x x a

→ → → → →

→ →

→ →

= ⇒ = = ⇒ = =

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⇒ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 
براي پولينوم .ليمت پولينوم ها

( ) 1 2
1 2 1 0

n n
n nP x a x a x a x a x a−

−= + + + + +"  
  داريم كه

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2
1 2 1 0

1 2
1 2 1 0

lim lim lim lim lim limn n
n nx a x a x a x a x a x a

n n
n n

P x a x a x a x a x a

a a a a a a a a a P a

−
−→ → → → → →

−
−

= + + + + +

= + + + + + =

"

"
  

  بنابرين
( ) ( )lim

x a
P x P a

→
=  

)تابع ناطق  هرگاه در.ليمت توابع ناطق  ) ( )
( )

P x
R x

Q x
)شرط= ) 0Q a صدق  ≠

  نمايد درانصورت

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

lim
lim lim

lim
x a

x a x a
x a

P xP x P a
R x R a

Q x Q x Q a
→

→ →

→

= = = =  

( ) ( )lim
x a

R x R a
→

⇒ = 

  مثالها
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2 2
11. lim 4 1 lim lim 4 lim1 2 4 2 1 3

x x x x
x x x x

→ → → →
− − = − − = − ⋅ + = −

( )
( )

3

3
3

lim 22 3 2 112. lim
2 lim 2 3 2 5

x

x
x

xx
x x

→

→

→

−− −
= = =

+ + +
  

( )2 2 2

4 4
13. lim 25 lim 25 25 3 4

x x
x x

→ →
− = − = − = 
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0حالت مبهم 
0

 :  

)هنگام محاسبه ليمت توابع وقتي كه در  )
( )

lim
x a

P x
Q x→

0حالت مبهم 
0

را داشته باشد، صورت  

xمشترك مخرج داراي فكتور و a− مخرج اختصار تجزيه صورت و اثر مباشد كه در 
  .ابهام رفع ميگردد ،گرديده

( )( )24 4 4

4 4 1 1 114. lim lim lim
12 4 3 3 3 4 7x x x

x x
x x x x x→ → →

− −
= = = =

− − − + + +
  

( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

4 0 0

0 0

2 215. lim lim lim

2
lim lim 2 2

x h h

h h

x h x x hx h x hx h
h h h
h x h

x h x
h

→ → →

→ →

+ − + + − +
= =

+
= = + =

  

( )( )
( )( )

( )( ) ( )

2 2
2

22 2 2 2

2 2

2
22 2

4 3 5416. lim lim
3 5 3 5 3 5

4 3 5
lim lim 3 5 6

4

x x

x x

x xx
x x x

x x
x

x

→ →

→ →

− + +−
=

− + − + + +

− + +
= = + + =

−

  

 
)گرا ).مقايسه ليمت توابع( قضيه )f xو( )g x توابعي باشند طوريكه

( ) ( )f x g x<موجوديت لميت ها داريم كه صورت با ،  درين  
lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

≤  
limبا شرط nxبراي ترادف متقارب  :ثبوت nn

x a
→∞

نظرداشت قضيه مقايسه  در با ، و=
)ترادف هاشرايط ) ( )n nf x g x<و( ) ( )lim limn nn n

f x g x
→∞ →∞

  صادق اند، بنا برين ≥
lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

≤ •  
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)توابع .17مثال ) 4 25 8f x x x= − )و+ ) 4 25 8f x x x= +  نظر را در+
)كه ميشود ميگيريم، واضح  ديده ) ( )f x g x<اما ،
( ) ( )4 2

0 0
lim lim 5 8 8
x x

f x x x
→ →

= − + همين قسمه ب و =
( ) ( )4 2

0 0
lim lim 5 8 8
x x

g x x x
→ →

= + + lim، يعنيميباشد = ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

 و =
limيا بصورت عموم ( ) lim ( )

x a x a
f x g x

→ →
  .ا ست ≥

  
)هرگاه براي توابع .قضيه فشردگي )f x ،( )g x  و( )h x  شرايط

( ) ( ) ( )f x h x g x< )و> ) ( )lim lim
x a x a

f x l g x
→ →

=  نآ صدق نمايند، در =
  صورت

( )lim
x a

h x l
→

=  
limطوريكه nxبراي ترادف متقارب اختياري :ثبوت nn

x a
→∞

  ، واضح است كه شرايطباشد=
( ) ( ) ( )n n nf x h x g x≤ )و ≥ ) ( )lim limn nn n

f x l g x
→∞ →∞

=  صادق اند، بنا بر =
  ترادف هاي داريم كه قضيه ساندوويچ  در

( ) ( )lim limnn x a
h x l h x l

→∞ →
= ⇒ = • 

 
  ليمت توابع مثلثاتي .3
  ، چنانچهاحت دارندتشخيص ليمت توابع مثلثاتي صر بسياري موارد در

1. lim sin sin , 2. lim s cos

3. lim tan tan , 4. lim cot cot
x a x a

x a x a

x a co x a

x a x a
→ →

→ →

= =

= =
  

محاسبه ليمت توابع مثلثاتي حالات ابهام بوجود آيد كه مهمترين  در اما ممكن است و  
0اشكال ابهام درين نوع ليمت شكل 

اين حالت را ميتوان با تشخيص يك فكتور  است و 0
  :است رفع نمود xو زاوايه xsinعمده  كه نسبت

  
xزماني كه زاويه  .قضيه اساسي    بطرف  xو xsinبسمت صفر تقرب مينمايد، نسبت 
 ، يعنيتقرب مي كند 1
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sinlim 1
x o

x
x→

= 

 
20را طوريكه xزاويه  .ثبوت  π<< x شعاع  ، بحيث زاويه مركزي دايره بااستr  در 

OADمثلث ومساحت هاي د). 3(نظرمي گيريم شكل 
Δ

Δو 

OAC قطاع  را باOAD  دايره
 متذكره مقايسه نموده داريم كه  

  
 

 
  OADمساحت مثلث  OAD>مساحت قطاع   OAC>مساحت مثلث 

 
  جداگانه محاسبه مي كنيمهريك ازمساحات فوق الذكر را 

1 1.
2 2

OA BD r BD=   OADمساحت مثلث  =
2

2
1 xr=  مساحت قطاعOAD  

1 1
2 2

OA AC r AC= ⋅   OACمساحت مثلث =
  بنابرين  تساوي مضاعف قبلي شكل ذيل رامي گيرد

21 1 1
2 2 2

r BD xr r AC< < 
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2اطراف نامساوات اخيررابه 

2
r

  ضرب نموده ميابيم كه 

sin tanB M A Cx x x x
r r

< < ⇒ < <  

         
1 sin1 1 cos

sin cos
x x x

x x x
⇒ < < ⇒ > >  

1sincos <<⇒
x

xx 

0 0 0 0

sin sinlim cos lim lim1 1 lim 1
x x x x

x xx
x x→ → → →

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤               

 لهذا

■1sinlim
0

=
→ x

x
x

  
 مثالها

  
( ) ( )

( )
( )

( )

2 2 2

2 220 0 0

sin 2 4sin 2 sin 2
18. lim lim 4lim 4 1 4

2 2θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ→ → →

= = = ⋅ =  

0 0 0 0 0

sin2 sin2 1 2sin2 119. lim lim lim lim lim
cos3 os3 2 cos3x x x x

x x x
x x x c x x xθ→ → → → →

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0 0

sin 2 12 lim lim 2 1 1 1
2 cos3

x
x xθ θ→ →

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⋅ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

( ) ( )0 0 0 0

cos320. lim cot3 lim lim lim cos3
sin3 sin3x x x x

x x xx x x
x x→ → → →

⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( ) ( )0 0 0

0

1 3 1 1 1 1lim lim cos3 lim cos3 1sin33 sin3 3 3 3lim
3

x x x

x

x x xxx
x

→ → →

→

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞= = = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  لوگارتمي  و طاقت نماليمت توابع  .4
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بهام جهت رفع ا مشاهده مي رسد وه ب 1∞لوگارتمي حالت مبهم ليمت توابع طاقت نما و در
  .دارد زدرين زمينه قضيه ذيل رول با

  
  :قضيه اساسي  

، ترادفبطرف بينهايت تقرب كند nهرگاه  .1
n

n n
a ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

به عدد 11

...7182818284,2=e   يعنيتقرب مي نمايد ،  

e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim  

، تابعبطرف بينهايت تقرب كند xهرگاه . 2
x

x
x ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11)(ε به عدد

...7182818284,2=e   يعنيتقرب مي نمايد ،  

e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim  

  .داري ميكنيم آن خود تكرار به اثبات رسيده كه درينجا از IIرياضي عمومي  اين قضيه در
 IIمبحث ليمت رياضي عمومي لوگارتمي در همچنين حالات مختلف ليمت توابع طاقت نما و

 اختصار يادبه  فقط بعضي مطالب اساسي آنها مفصل تحت بحث قرارگرفته اندكه درينجا طور
  .آوري ميشوند

  
  : 1نتيجه
βα

βα e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
1lim.2      ،( ) e=+

→
α

α
α

1

0
1lim.1  

  ثبوت
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( ) e
xx

x
x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⇒=⇒=

∞→→

11lim1lim11.1
1

0
α

α
αα

α
  

( )[ ] βα
βαβααα eu

xu
x

x
u u

u

x

x
=+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⇒=⇒=

→∞→

1

0
1lim1lim.2  

  قضيه 
( )

0 0

log 1 11. lim log , 2 . lim ln
x

a
ax x

x ae a
x x→ →

+ −
= =  

 خواص لوگارتم  داريم كه استفاده از با   :ثبوت
 

( ) ( )

( )

1

0 0 0

1

0

log (1 ) 11. lim lim log 1 lim log 1

log lim 1 log

a x
a ax x x

x
a ax

x x x
x x

x e

→ → →

→

+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎣ ⎦

i
 

 
  مي گيريم نظر در تعويض ذيل را.  2

( )

( ) ( )

( )

0 0 0

0

1 1 log 1
1 1lim lim lim

log 1log 1

1 1 ln
log 1 loglim

x x
a

x

x x x
aa

a a

x

y a a y x y
a y

yx y
y

a
y e

y

→ → →

→

= − ⇒ = + ⇒ = +

−
⇒ = =

++

= = = •
+
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 :  2نتيجه 
 

        ( )
0 0

ln 1 1. lim 1 , . lim 1
x

x x

x ei ii
x x→ →

+ −
= =       

  
  ثبوت

 قضيه اخير داريم كه استفاده از با  
 

0 0

0

ln(1 ) log (1 )1. lim lim log 1

12. lim ln 1

e
ex x

x

x

x x e
x x

e e
x

→ →

→

+ +
= = =

−
= = i

 

  حالت عمومي ليمت تابع نمايي
)هرگاه. 1 )lim

x a
u x

→
)و  )lim

x a
v x

→
)وجودداشته و  ) ( )lim 1v x

x a
u x ∞

→
≠⎡ ⎤⎣  ،باشد ⎦

  پس
( ) ( ) ( ) ( )lim

lim lim x a
v xv x

x a x a
u x u x →

→ →
⎡ ⎤=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

)اگر لميت  .2 )[ ] ( )xv

ax
xu

→
lim پسنمايد اختيار را1∞،  صورت  مبهم ،  

( )[ ] ( ) [ ])1(lim:,lim −==
→→

uvpexu
ax

pxv

ax
  

 .ثبوت شده اند IIرياضي عمومي حالات فوق در    
 

مقدار . 21مثال
1

1lim
lnx

x
x→

  .را محاسبه كنيد −
lnyxنظرداشت تعويض با در :حل e x y= ⇔ 1و = 0x y→ ⇔ ميابيم  →
  كه
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1 0

1 1l i m l i m 1
l n

y

x y

x e
x y→ →

− −
= = 

 
 مثال ها

( )
0 0 0 0

1 122. lim lim lim lim ln
x hx h x x h x h

x x

h h h h

a aa a a a a aa a a
h h h h

+

→ → → →

−− − −
= = = =  

22 3 2 3 31 1 1 1 123. lim 1 lim 1 lim 1 lim 1 lim 1
x x x

x x x x xx x x x x

+

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + = + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 3

2 3 21 1lim 1 lim 1 1
x

x x
e e

x x→∞ →∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦
 

0درلميت توابع مختلف حالات مبهم .  يادداشت 
0  ،∞

قسما  1∞و ∞−∞، 0.∞،  ∞
تحت عـنوان قواعـد هوپيتال، پنج حالت فوق  بشمول  IIبررسي  شده اند، در رياضي عمومي 

  .عمومي ترو با وضاحت بهتري به كمك مشتق تحليل شده اند ∞0و 00دو حالت مبهم 
  

  مقادير بينهايت بزرگ وتوابع محدود .5
)تابع: مقدار بينهايت بزرگ )f x در) متقارب به بينهايت( نهايت بزرگ بي بنام مقدار

x a→نزديك شدن متحول گفته ميشود، هرگاه باxثابت بقدركافي به عددa قيمت ،
)تابع )f xشده بتواند ، بزرگتربزرگ مثبت عدد هر از .  

)عبارت ديگره ب )f xدرx a→ عدد صورتيكه براي هر به بينهايت تقرب ميكند، در 
xنامساوات طوريكه از داشته باشد، وجود δمثبت يكعددMبزرگمثبت  a δ− < ،

)نامساوات  )f x M>،حالت مينويسيم درين بدست آيد  
( ) ( )( )lim 0 , 0 :

x a
f x M x a f x Mδ δ

→
= ∞⇔ ∀ > ∃ > − < ⇒ >  

)و )f xدرx مثبت عدد يكMمثبت بزرگ عدد ، براي هربينهايت بزرگ است∞→
N نامساوات طوريكه از داشته باشد، وجودx N< نامساوات ،( )f x M> بدست
  و مينويسيم آيد،
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( ) ( )( )lim 0 , 0 :
x

f x M N x N f x M
→∞

= ∞ ⇔ ∀ > ∃ > < ⇒ >  
)مفهوم  )lim

x a
f x

→
= )مفهوم متضمن دو ∞ )lim

x a
f x

→
= يا و ∞+

( )lim
x a

f x
→

=   .اشدنمي ب عدد مدنظر بحيث يك ∞ميباشد و ∞−
  

)تابع  . 24مثال ) 1f x
x

0xدر= مجاورت  ، زيرا كه دربينهايت بزرگ است →

)، قيمت0مناسب  )f x عدد بزرگ بوده ميتواند، يعني  هر بزرگتر از  

( )
0 0

1lim lim
x x

f x
x→ →

= = ∞  
  حاليكه در 

( )
0 0

1lim lim
x x

f x
x+ +→ →

= = )و ∞+ )
0 0

1lim lim
x x

f x
x− −→ →

= = −∞  
  توابع محدود 

 از xf)(، هرگاه قيمت  هاي محدود ناميده ميشود) انتروال(يه يك ناح در xf)(تابع .1
Mعدد معين يك Mxf،  يعني بزرگتر شده نتواند   ≤)(. 

axزماني كه  xf)(تابع .  2 ),(يك مجاورت  محدود است، اگر در → δδ +− aa ازa 
  .محدود باشد

موجود گردد طوريكه براي  Nمحدود است اگر عدد مثبت  x→∞براي  xf)( تابع .3
Nxتحت  شرط  xهـر xf)( ، تابع <   .محدود باشد  

  
) تابع  .25لمثا ) sinf x x=5تابع  محدود است و \در( ) x

xg x براي  =+
∞→x محدود مي باشد.  
  

  خواص محدوديت توابع
limهرگاه . 1 ( )

x a
f x b

→
= ≠ ± axدر xf)(صورت  درين، باشد ∞   محدود است  →

limاگر .  2 ( ) 0
x a

f x b
→

= )باشد، پس  ≠ )xfxg 1)( axدر =   .محدود است →
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  )بينهايت كوچك ها(نهايت كوچك  توابع بي
axدر xα)(تابع   lim، هرگاه هايت كوچك ناميده ميشودن بي → ( ) 0

x a
xα

→
  .باشد =

)تابع  :26مثال ) 2x xα 0xدر= →  ،( ) 1x xβ = 0xدر− →  ،

( ) 1x
x

γ xدر = )و ∞→ ) 2xxθ xدر= → نهابت كوچك  بي ∞−
  .ميباشند

  
limبراي اينكه  .)شرايط وجودليمت(قضيه  ( )

x a
f x b

→
كافـيست كه  ، لازم وباشد =

( )f x د ثابتبحيث مجموع عدb نهايت كوچك  تابع بي و)(xα درax ارايه شده  →
  ، يعنيبتواند

    
( ) ( )

lim ( )
lim ( ) 0 x a

x a

f x b x
f x b

x
α

α →
→

= + ⎫
⇔ =⎬= ⎭

  

  :⇒ثبوت

[ ]
( ) ( )

lim ( ) lim ( ) lim ( )lim ( ) 0 x a x a x a
x a

f x b x
f x b x f x bx

α
αα → → →

→

= + ⎫⎪⇒ = + ⇒ =⎬= ⎪⎭
  

limاگر: ⇒ثبوت ( )
x a

f x b
→

]، واضح است كهباشد = ]lim ( ) 0
x a

f x b
→

− = 
)بنابرين تابع ) ( )x f x bα =   يعني ،نهايت كوچك است يك بي−

( ) ( ) , lim ( ) 0
x a

f x b x xα α
→

= + = •  
  
  
  
  
  بينهايت كوچك هاخواص  
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)اگر .1 )xα  درx a→ نهايت كوچكي باشد كه در بيx a=     صفر نگردد پس

( ) ( )
1f x
xα

)، برعكس هرگاه نهايت بزرگ است يك تابع بي= )f x بينهايت

xبزرگ در  a→ تابعباشد ،( ) ( )
1x

f x
α xدر  = a→بينهايت كوچك است ،

  يعني

( ) ( ) ( )
1lim 0 0 lim

x a x a
x a

x
α α

α→ →
= ∧ ≠ ⇔ = ∞  

  .بازهـم يك تابع بينهايت كوچك است، مجموع توابع بينهايت كوچك.  2 
  حاصل ضرب  تابع بينهايت كوچك و تابع محدود يك تابع بينهايت كوچك مي باشد .  3
)هرگاه . 4 )xα   بينهايت كوچك و( )u x باشند،  تابعي كه ليمت آن صفر شده نتواند

)پس تابع  )
( )( ) x

u xv x α= يك بينهايت كوچك است. 
 

)هرگاه . مقايسه بينهايت كوچك ها )xα و( )xβ بينهايت كوچك در دو
0x x→ صورت باشند، درين: 

)هاي  بينهايت كوچك  .1 )xαو( )xβصورتيكه معادل مينامند، در را 
( )
( )0

lim 1
x x

x
x

α
β→

=  

)ومعادل بودن بينهايت كوچك هاي  )xα و( )xβ با علامت( ) ( )x xα β∼  ارايه
  .ميشود

  
  مثالها 

0 0

sin 127. lim 1 sin , 28. lim 1 1
x

x

x x

x ex x e x
x x→ →

−
= ⇒ = ⇒ −∼ ∼  

3 2
3 2 3

3

929. lim 1 9 20 1
20 1x

x x x x x x
x x→∞

− +
= ⇒ − + + −

+ −
∼  
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  .بينهايت كوچك رايكي به معدل ديگري تعويض كرد ميتوان دو محاسبه ليمت ها در
  

  . 30مثال

( ) ( )
3 4 3 3 4 33 3 3 3

0 0

2 2 1lim lim
ln 1 2 2 2ln 1 2 2 x x

x x x x x x
x xx x → →

⎛ ⎞+ +
⇒ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ++⎝ ⎠

∼
∼

  

  
)، گفته ميشودكه .2 )xα از مرتبه بيشتر يك بينهايت كوچك با( )xβاست، اگر 

( )
( )0

lim 0
x x

x
x

α
β→

=   

)نهايت كوچك چنانچه بي ) 1 cosx xα = )از داراي مرتبه بلندتر− )x xβ است =
  زيرا

0

1 coslim 0
x

x
x→

−
=  

) ،بهمين قسم .3 )xα از مرتبه كمتر نهايت كوچك با يك بي( )xβاست، اگر 
( )
( )0

lim
x x

x
x

α
β→

= ∞ 

)ا گر .4 )
( )0

lim 0
x x

x
l

x
α
β→

= ) باشد،≠ )xα و( )xβنهايت كوچك هاي  را بي

 مينويسيم كه   و. هم مرتبه مينامند
( ) ( )

0x x
x l xα β

→
∼   

  .اند عين زمان هم مرتبه ، درت كوچك معادلنهاي بي واضح است كه دو

)وقتي كه .5 )
( )( )0

lim px x

x
l

x
α
β→

)باشد،  = )xαمرتبه زنهايت كوچك ا يك بي

p   نسبت به بينهايت كوچك( )xβافادهءاست ،( )( ) p
l xβ بخش اصلي را

( )xα وp را مرتبه آ ن مينامند. 
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 تماديت توابع .6
 بسا توابع ميباشدكه در) پيوستگي( مفاهيم اصلي اناليزرياضي خاصيت متممادي بودن زيكي ا 

گراف تابع يك خط پيوسته  تابعي كه در يك نقطه معين متمادي باشد، .كاربرد دارد موارد
تابع غير متمادي  گراف در همان  در اما و برداشته نميشود ترسيم آن قلم ازكاغذ در ميباشد،

نقطه جهش و يا انفصال پيدا مي كند يعني حين ترسيم و عبور از نقطه انفصال قلم از روي 
اشكال  حالت در انفصال حالات مختلفي دارند، چند تماديت و مفاهيم. كاغذ برداشته مي شود
  .ذيل نشان داده شده اند

 

  

  
  
  

)شكل اول در .1 )f c  تعريف شده و( ) ( )lim
x c

f x f c
→

)است و = )f x  در
x c=متمادي ميباشد.  

)شكل دوم در .2 )f c  تعريف نشده اما( )lim
x c

f x
→

)وجود دارد و  )f x در
x c=متمادي نيست. 
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)شكل سوم در .3 )f c  تعريف شده اما( ) ( )lim
x c

f x f c
→

)است و ≠ )f xدر
x c=متمادي نميباشد. 

)چهارمشكل  در .4 ) ( )lim lim
x c x c

f x f x
− +→ →

)تابع و ≠ )f x درx c= متمادي
 .نميباشد

)شكل پنجم در .5 ) ( )lim
x c

f x f c
−→

= ∞ )تابع و ≠ )f x درx c= متمادي
 .نميباشد

)شكل ششم در .6 ) ( ) ( )lim lim
x c x c

f x f x f c
− +→ →

= ∞ = )تابع ≠ )f x در
x c=متمادي نميباشد.  

  
0xنقطه در fتابع. تابع متمادي x= متمادي گفته ميشود، هرگاه  

( ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=  
0xدر fديده ميشود كه بخاطر متمادي بودن  x= سه شرط ذيل الزامي اند:  

0xنقطه مجاورتي از در fبايد كه تابع .1 x= تعريف شده باشد، يعني( )0f x 
  .موجودباشد

)موجوديت .2 )
0

lim
x x

f x
→

 .چپ يعني تساوي ليمت هاي راست و  

)تساوي .3 ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

 .قرارگردد بر =

  .متمادي است ن نقطه غيرآ تابع در شرايط فوق صدق نكند، صورتيكه يكي از در
آن انتروال متمادي  درfنقطه يك انتروا ل متمادي باشد گفته ميشود كه هر درfتابع  گرا

 .ميباشد
  

0xنقطه در fتابع .تعريف معادل متمادي بودن x=  متمادي گفته ميشود، هرگاه
نامساوات ، طوريكه ازوجوداشته باشد δمثبت ، يك عددεمثبت براي هرعدد

0x x δ− )نامساوات> ) ( )0f x f x ε−   ، يعنيبدست آيد >
( ) ( )0 00 , 0 : x x f x f xε δ δ ε∀ > ∃ > − < ⇒ − <  
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) آيا تابع .31مثال )
23 , 2

5 , 2
x x

f x
x
≠⎧

= ⎨ =⎩
2xنقطه  در   متمادي است؟=

)ديده ميشود كه :حل )
0

lim 12
x x

f x
→

)و = )2 5f لذا=
( ) ( )

0

lim 2
x x

f x f
→

2xنتيجه اين تابع در در ≠   .نيستمتمادي =

)آيا تابع .32مثال )
2 4

2
xg x
x
−

=
−

2xنقطه  در   متمادي است؟=
2xدرgچون  :حل ، اگرعوض اين تابع ، اماآن متمادي نمي باشد ، پس  درتعريف نشده=
)تابع ) 2g x x• = g، يعنيبگيريم متمادي است نظر را در + 2xدر•  تعريف گرديده و=

)برعلاوه    ) ( )
2

lim 4 2
x

g x g• •

→
=   .است  =

  
  

)آيا تابع.  33مثال ) 1
2

h x
x

=
−

2xدرنقطه    متمادي است؟=

)چون  :حل  )
2

lim
x

h x
+→

= )و ∞+ )
2

lim
x

h x
→ −

= هاي راست وچپ پس ليمت ∞−
2xدر  hمساوي نبوده ،   .متمادي نمي باشد  =
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متمادي باشند ، پس توابع gوfهرگاه توابع ).خواص الجبري توابع متمادي(قضيه
f g+ ،،fg وf

g
  .نيزمتمادي اند 

xبراي نقطه متمادي:ثبوت  a= بادرنظرداشت خواص ليمت داريم كه  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1. lim lim lim

2. lim lim lim

lim
3. lim , 0

lim

x a x a x a

x a x a x a

x a

x a
x a

f x g x f x g x f a g a

f x g x f x g x f a g a

f xf x f a
g a

g x g x g a

→ → →

→ → →

→

→

→

+ = + = +⎡ ⎤⎣ ⎦

= =⎡ ⎤⎣ ⎦

= = ≠

 

fبنابرين توابع g+ ،،fg وf
g

  •متمادي ميباشند 

fمتمادي باشند ، توابع gوfاگر توابع :نتيجه  g− ،،cf ،ونيزمتمادي اندc  عددثابت
  است

  
  )تماديت توابع مركب(قضيه

)در fاگرتابع. 1  )lim
x a

b g x
→

  متمادي باشد ، پس=
( )( ) ( )( )lim lim

x a x a
f g x f g x

→ →
=  

xدر gا گرتابع . 2  a= وf در( )b g a= متمادي باشند، پسf gDدرx a=
  .متمادي است 
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  بنابرخواص ليمت وتماديت داريم كه :ثبوت 
( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )1. lim lim lim

x a g x b x a
f g x f g x f b f g x

→ → →
= = =  

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

lim
2. lim lim lim

lim
x a

x a g x g a y b
y b

g x g a
f g x f y f b f a

f y f b
→

→ → →
→

=
⇒ = = =

=

fبنابرين gD درx a=  متمادي است•  
  

)توابع : نتيجه  ) y xαα ∈ =\ ،( )0 xa y a> = ،logay x= ،
siny x= ،siny x=وتركيب آنها متمادي اند ، بنابرين  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0 0

lim lim
1. lim lim 2. lim 3. limx x x x

f x f xf x f x

x x x x x x x x
f x f x a a e e

αα
→ →

→ → → →
= = =

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

4. lim log log lim 5. lim ln ln lima ax x x x x x x x
f x f x f x f x

→ → → →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

6. lim sin sin lim , 7. lim cos cos lim
x x x x x x x x

f x f x f x f x
→ → → →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

)آيا تابع .34مثال  ) 2 6 8p x x x= − 4xدرنقطه +   متمادي است؟=
)چون :حل  )

4
lim 0

x
p x

→
)و = ) 24 4 6 4 8 0p = − × + لذا=
( ) ( )

4
lim 4

x
f x f

→
4xدرpبنابرين  =   . متمادي مي باشد  =

  
]درانتروا ل بسته  fهرگاه تابع). قيمت وسطي(قضيه  ],a b متمادي بوده وc عدي
)دربين  )f a و( )f b0باشد، پس يكعددxا زا نتروا ل( ),a b وجود دارد كه شرط

( )0f x c=  را صدق نمايد. 
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yبا درنظرداشت تماديت تابع درانتروا ل مربوط ازشكل واضح است كه براي هرعدد .ثبوت 
)از بين  )f a و( )f bيكعدد ،z ا زا نتروا ل( ),a b  وجود دارد بطوريكه  

( ) ( )lim
x z

f z f x y
→

= =  
yپس براي  c=0نيزعددz x=از( ),a bموجود است طوريكه شرط( )0f x c=  را
  •صدق نمايد

  
]درانتروا ل بسته  fاگر تابع). موقعيت جذرمعادله(قضيه بولزانو  ],a b   متمادي بـوده

)و  )f a و( )f b0داراي اشاره هاي مختلف باشند ، درانصورت لاا قل يك عددx نتـروا ل
( ),a b وجود دارد كه شرط( )0 0f x  .را صدق كند  =

  
)دربين 0چون: ثبوت  )f a و( )f b 0وا قع است ، بنابرقضيه فوقxنتروا ل( ),a b 

)وجود دارد كه شرط )0 0f x   •را صدق كند =
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3cosنشان دهيد كه معادله  .35مثال  x x x= ]لااقل يك جذردرانتروا ل− ]4 2,π π 
  .موجود است

)تابع : حل  ) 3cosf x x x x= −   را درنظرميگيريم ، ميابيم كه+
( ) ( )
( ) ( )

3
4 4 4 4

3
2 2 2 2

cos 1.008

cos 2.305

f

f

π π π π

π π π π

= − + ≈

= − + ≈ −
  

)نتروا ل0xا قل يك عددحدبنابرين  )4 2,π π وجود دارد كه شرط( )0 0f x را صدق كند  =
  يعني

3 3
0 0 0 0 0 0cos 0 cosx x x x x x− + = ⇒ = −  

3cosيك جذرمعادله0xلهذا عدد x x x=   iميباشد −
  
  تمرين .7

  كنيدكهبااستفاده ازتعريف ليمت ثابت 
( ) ( ) 3 2 1

10 21 5
1. lim 3 3 , 2. lim 4 3 23 , 3. lim x

x x x
x x +

→ →− →∞
= − + = = 

)فرض كنيم .4 )lim 2
x a

f x
→

= )و− )lim 3
x a

g x
→

باشند ، درينصورت ليمتهاي ذيل =
  :رادريافت كنيد

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ). lim , . lim , . lim f x

g xx a x a x a
i f x g x ii f x g x iii

→ → →
+⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

)نامساوات xاگربراي هـر .5 ) ( )g x f x≤صادق بوده و( )lim 0
x a

f x
→

باشد ، =
)ثابت كنيدكه )lim 0

x a
g x

→
  .است  =

)نشان دهيد كه .6 )
1

lim
x

f x
→

)براي تابع  )
4 , 1

2 , 1
x

f x
x

− <⎧
= ⎨ >⎩

 .وجودندارد 

)نشان دهيد كه .7 )
0

lim
x

g x
→

)درحاليكه  ) x
g x

x
 .باشد، وجودندارد =

  : ليمت هاي ذيل را محاسبه كنيد 
( ) 2

2 2
3 3 13 41

12 0 0
8. lim 3 1 , 9. lim , 10. lim , 11. limx xx x

xx x x xxx x x
x x

+ + −

+ ++
− + +→∞→ → →

+ −  
)گراف هاي توابع. 12 )f x  ،( )g x و( )t x قرارذيل داده شده اند:  
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  :ليمتهاي ذيل را دريافت كنيد توجه به گراف هاي مذكور با

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 2 0 2

3 1 4 3

). lim , ). lim , ). lim , ). lim

). lim , ). lim , ). lim , ). lim
x x x x

x x x x

i f x ii f x iii f x iv f x

v g x vi g x vii g x viii g x
+

− +

→ → → →

→ →− → →

  

  :ليمتهاي ذيل را دريافت كنيد
( ) ( )4 2 2

0 0 2 3

31 3
2

13. lim , 14. lim cos , 15. lim 4 , 16. lim 4

1 1 117. lim , 18. lim , 19. lim , 20. lim tan
3 3 3

x x x x

xx x x

x x x x

x
x x x π

+ + − −

+ +

→ → → →

→→ → →

− −

− − −

  

( ) ( )

0 0
2

1 1
0.4 0 0 0

cos cos 1 cos 1 cos21. lim , 22. lim , 23. lim , 24. lim

sin225. lim sin , 26. lim sin , 27. lim , 28. lim
sin2

x x xx

x xx x x x

x x x x
x x x x

x xx x
x x

π π→ → →→

→ → → →

− −

  

2 2

3 2 1
2

sin3 10 3 10 229. lim , 30. lim , 31. lim , 32. lim
2 2 1

x
x x xx

x x x x x
x x cox x

π

π

π
→ → →→

+ − + − −
− − −

  
3

9 9 2 1

3 3 2 2 233. lim , 34. lim , 35. lim , 36. lim
9 3 2 1x x x x

x x x x
x x x x→ → → →

− − + − −
− − − −

  
2 2 2 1

21 3 2 1

3 3 10 4 137. lim , 38. lim , 39. lim , 40. lim
1 3 5 7 2 1

x

z x u x

x z x x u
z x x u x→ → →− →

+ − + − − −
+ + − + −

  

10 6 0
3

arcsin sin tan sin41. lim , 42. lim , 43. lim , 44. lim
1 1 cos 1

x

x x xx

x x x x
x x x x

ππ
π +→ → →→− + −
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2 2

3 0 0 0

2 3 sin4 cot3 sin45. lim , 46. lim , 47. lim , 48. lim
3 sin9 cot 2x x x x

x x x x x
x x x x→ → → →

− −
−

  

40 0

sec 1 1 tan 1 cos49. lim , 50. lim , 51. lim
sec sin cosx x x

x x x
x x x x xπ +→ → →

− − −
−

  
  :چرا ليمت هاي ذيل وجودندارند؟ توضيح كنيد

2

2 21 2 02

1 1 t 4 1 152. lim , 53. lim , 54. lim , 55. lim
1 4 42x t xxx t t x xx+→ → →→

− ⎛ ⎞−⎜ ⎟− − +− ⎝ ⎠
  

( ) ( ) ( ) ( ) 21 1

2 , 1 2 1 , 1
56. lim , , 57. lim ,

5 , 1 5 , 1x t

x t t
f x f x g t g t

x t t→ →−

≥ + ≥ −⎧ ⎧
= =⎨ ⎨− < < −⎩ ⎩

 

  :كدام يك ازتوابع ذيل متمادي اند
  .تغيردرجه حرارت شباروزي بحيث تابعي اززمان. 58
  .افزايش يوميه نفوس جهان بحيث تابعي اززمان. 59
  .توليدات دستگاه تشله سازي به تناسب زمان. 60

  
  

  :نقاط غيرمتمادي توابع ذيل را تشخيص كنيد

( ) ( ) ( )2
2

3 5 361. 7 3 , 62. , 63.
2 1
xf x x x g x h x
x x x
+

= − + = =
− −

  

( ) ( ) ( )2 2

3 5 364. , 65. , 66.
6 8 9

F x x G x H x
x x x x

= + = =
− + −

  

( ) ( ) ( )
2

2

3 2 , 1
, 12 , 1

67. , 68. 5 , 1 3 , 69.
0 , 12 3 , 1

3 1, 3

t t
x xx x

u x v t t w x
xx x

t t

+ ≤⎧
≥⎧ − ≥ ⎧⎪= = < ≤ =⎨ ⎨ ⎨ <− < ⎩⎩ ⎪ − >⎩

  

  :ليمتهاي ذيل را محاسبه كنيد
( ) ( ) 3 32 2

0 0 10
70. lim , 71. lim , 72. lim , 73. limx x x x

x x xx
x e x e e e

+

− − − −

→ → →→
  

( ) ( ) ( )
11 1 2

10 0
74. lim 1 , 75. lim 1 , 76. lim , 77. lim lnxx x

x x ex x
x x e x x

+ −→ →→ →
+ +  
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( ) ( ) ( )
1

cos

0
2

78. lim tan , 79. lim 3 , 80. lim 1
xex x xx

x x
x

x e x e
π −

−

→ →+∞
→

+ −  
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  فصل چهارم

  سلسله هاي رياضي 
   
ويليـام برونيكـر تيـوري     مركـاتور و قرن هفدهم و مخصوصا با كارهـاي نيكـولاي    اواخر در 

، ايـن نظريـه   تن بحيث يك سلسله  مهم، با ارايه بينوم نيوله هاي رياضي انكشاف يافتسلس
دقيقـي  تقـارب  سلسـله هـا ذريعـهء گـاوس        م بحث كامل و 1812سال  در.تقويت گرديد 
 ـ 1821، سال مفهوم لميت درتقارب سلسله ها از با استفاده مطرح شد و ن بخـش  م كليات اي

 مهم رياضيات معاصر بخشي بسيار امروز نظريه ء  سلسله ها. رياضيات تهداب گذاري گرديد
  . درين فصل بحثي مختصري در زمينه مطرح مي گردد. را تشكيل ميدهد 

  مفاهيم اساسي سلسله هاي رياضي .1
سلسله بعضي  سلسله ها، و تباعد تقارب و سلسله هاي عددي، درين بحث مفاهيم ترادفها،

  .خواص آنها معرفي ميشوند هاي مقدماتي و
  
فقط ست اعداد طبيعي   xf)(هرگاه ناحيهء تعريف تابع  . (Sequences)د ف ها ترا

)درنظر گرفته شود ، درينصورت ست اعداد  )ka f k= يك ترادف عددي گفته مي شود ،
}عنا صر ترادف اند، اين ترادف را به ... و  1a  ،2a  ،3a  ،...،naاعداد  }ka  ارايه

limدرصورتيكه . مينمايند lim ( )kk k
a f k a

→∞ →∞
=  متقارب   و را ka، ترادفوجودداشته باشد =

گرفته  مطرح بحث قرار فصل سوم  ترادفها در. د مينامند،  متباعـيميت فوق موجود نباشداگر ل
  .اند

}مجموع تمام عناصر ترادف عددي. سلسلهء هاي عددي  }ka  يعني  

1 2 3 1
... ...

k kk
S a a a a a∞

=
∑= + + + + + =  

قيمت عددي  . ن سلسله گفته مي شود ام اي kعنصر  kaبنام سلسلهء عدددي ياد مي گردد، 
  .يا بينهايت بوده ميتواند  معين و ،  يك عدد Sسلسله يعني 
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اوليه  يك  عنصرمسلسل nمجموعه  ترادف متشكل از. ترادف مجموع هاي قسمي  
}ترادف }nu كه عناصر آن شكل  

( )1 2 2 1
... , 1, 2,3,....n

n n kk
S u u u u u n

=
∑= + + + + = =  

∑را دارد ،  ترادف مجموع هاي قسمي سلسلهء 
∞

=

=
1n

nuS  گفته ميشود .  
، تقرب نمايد Sبه عدد nSصورتيكه ترادف مجموع هاي قسمي در. تقارب سلسه ها   

  يعني
SuuS

k
k

n

k
knnn

=== ∑∑
∞

==
∞→∞→ 11

limlim  

∑گفته مبشود كه سلسلهء  
∞

=1k
ku  متقارب است ، سلسله ايكه متقارب نباشد، متباعد ناميده

  .ميشود
)سلسلهء  .1مثال  ) ( ) ( )2 3

2 2 2 2
3 3 3 3

0
1 ...k

k

∞

=
∑ = + + + ، اين ميگيريم درنظر را +

)ترادف هندسي  مجموع عناصر سلسله متشكل از )n
nu 3

  ميدانيم كه  است و =2
( ) 12 3 2

3

20
3

12 2 2 2 21 ...
3 3 3 3 3 1

nk n
n

n
k

S
+

=
∑

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  

( ) 1
2
3

2 20
3 3

12 1lim lim 3
3 1 1

nk

nn nk
S S

+
∞

→∞ →∞=
∑

−⎛ ⎞⇒ = = = = =⎜ ⎟ − −⎝ ⎠
  

  .بنابرين سلسلهء مربوط متقارب است 

)نشان دهيد كه سلسله .2مثال  )
1

1 K

K

∞

=
∑   .متباعد است −

  اين سلسله درحالت انكشاف يافته عبارت است از :حل
( )

1
1 1 1 1 1 1 1K

K

∞

=
∑ − = − + − + − + −"  

  مجموع قسمي سلسله شكل ذيل را دارايديده ميشود كه 
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1 , 2 1 ,
1 , 2 ,n

n m m
S

n m m
− = − ∈⎧

= ⎨ = ∈⎩

`
`

  

  .متباعد است داراي ليمت نبوده ، بنابرين سلسله داده شده nsپس ترادف 

ش را بتوان سله ايكه مجموعه قسمي اسل.  (Colapsing Series)سلسله ادغامي
  ، سلسله متلاشي گفته ميشود،  مانند سلسله ذيل بحيث مجموعه هاي فرعي ارايه داد

21نشان دهيد كه سلسله . 3مثال

1
k k k
∞

=
∑

+
  .متقارب است ، مجموع آنرا دريافت كنيد

  قسمي ميابيم كه روش تجزيه به كسور زاستفاده ا با :حل

( )2

1 1 1 1
1 1k k k k k k

= = −
+ + +

  

  .پس مجموعه قسمي سلسله داده شده شكل ذيل را دارد

2
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
1 2 2 3 3 4 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1
2 2 3 3 4 4 1 1

n n

n
k k

s
k k k k n n

n n n n

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = − + − + − + + −∑ ∑ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − + + − + + + − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"

"
  

 بنابرين ليمت مجموع قسمي عبارت است از

21

1 1lim lim 1 1
1nn nk

s
k k n

∞

→∞ →∞=
∑

⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
  

 .است 1يعني سلسله متقارب بوده مجموع آن 
  

∑اگرسلسه هاي). خطي بودن سلسله ها(قضيه
∞

=1n
na و∑

∞

=1n
nb  متقارب باشند ، پس

)سلسله )
1

k nn
a bα β

∞

=
∑   متقاري است وβوαبراي اعدادثابت+

( )
1 1 1k n k nn n n

a b a bα β α β
∞ ∞ ∞

= = =
∑ ∑ ∑+ = +  

  خاصيت خطي بودن ليمت ترادف ها داريم كه استفاده از با :ثبوت
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( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1

lim lim

lim lim

n n n

k k k k k kn nn n n n

n n

k n k kn nn n n n

a b a b a b

a b a b

α β α β α β

α β α β

∞

→∞ →∞= = = =

∞ ∞

→∞ →∞= = = =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

+ = + = +

= + = + •
 

  

21نشان دهيد كه سلسله . 4مثال

4 6
2kk k k

∞

=
∑
⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎝ ⎠

متقارب است ، مجموع آنرا دريافت 
  .كنيد
21چون  :حل 

1 1
k k k
∞

=
∑ =

+
و 

1

1 1
2kk

∞

=
∑   خطي بودن سلسله ها داريم كه زبا استفاده ا،   =

( ) ( )2 21 1 1

4 6 1 64 4 4 1 6 1 2
2 2k kk k kk k k k

∞ ∞ ∞

= = =
∑ ∑ ∑
⎛ ⎞− = − = − = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

i  
  

∑هرگاه سلسلهء. قضيه 
∞

=1n
na متقارب و سلسلهء∑

∞

=1n
nb  درينصورت سلسله ء متباعد باشد ،

)مجموعي )∑
∞

=

+
1n

nn ba  متباعد است.  

)فرض كنيم سلسله :ثبوت  )∑
∞

=

+
1n

nn baدرنظرداشت خاصيت  متقارب باشد، درانصورت با
  كه سلسله بايد خطي بودن سلسله ها

( )
1 1 1n n k kn k k

a b a b∞ ∞ ∞

= = =
∑ ∑ ∑+ − =  

  .، لهذا سلسله مربوط متباعد استاين غيرممكن است متقارب باشد و
  

)سلسله . 5مثال )21

4 1 k

k k k
∞

=
∑
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥+⎣ ⎦

21كه سلسلهء متباعد است زيرا

1
k k k
∞

=
∑

+
متقارب 

  سلسه  و
)سلسله و )

1
1 K

K

∞

=
∑   .متباعد است−
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  سلسلهء معمولي هندسي عبارت است از. سلسلهء هندسي 
2 3

0
...k

k
ar a ar ar ar∞

=
∑ = + + + +  

1rمتباعد ودرحالت  r≤1سلسلهء هندسي براي   متقارب است و >

2

0 1kk

aar
r

∞

=
∑ =

−
  

  مجموع قسمي سلسله هندسي عبارت است ا ز .ثبوت 
2 3 1... n

ns a ar ar ar ar −= + + + + +  
  داريم كه r ف اين رابطه باضرب كردن اطرا با

2 3 4 ... n

nrs ra ar ar ar ar= + + + + +  
  بنابرين

( ) ( )2 3 2 1... ...n n
n nrs s ra ar ar ar a ar ar ar −− = + + + + − + + + +

( ) ( )1
1 , 1

1

n
n

n n

a r
r s ar a s r

r
−

⇒ − = − ⇒ = ≠
−

  

1rاگر متقارب نيست، يعني سلسله هندسي متباعد  ns، واضح است كه ترادف باشد<
1rاما براي است و   داريم كه >

( )2

0

0 11lim lim
1 1 1

n

k nn nk

ar aar s a
r r r

∞

→∞ →∞=
∑

−−⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
  

 .يعني سلسله متقارب ميباشد
  

  :تباعد سلسله هاي ذيل را معين كنيد تقارب و .6مثال 
( ) ( )31 1

7 2 5
0 0

. , . 3k k

k k
i ii

∞ ∞

= =
∑ ∑ −  

3درين سلسه. i :حل 
2 1r =   .است ، پس سلسله متقارب ا ست  <

ii  .درسلسله( )1
5

0
3 k

k

∞

=
∑ 1ديده ميشودكه−

5r   ، پس اين سلسله متقارب ميباشد و =
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( ) ( )
1
5

61 10
5 5 5

3 3 3 5 53 3
1 1 6 2

k

k

∞

=
∑

⎛ ⎞− = = = = =⎜ ⎟− − + ⎝ ⎠
  

  
15.4متوا لي  كسر. 7مثال   .عام بنويسيد سلسله هندسي بحيث كسر با استفاده از را  23
  :حل 

15.4 23 15 0.4 0.023 0.00023 0.0000023
4 23 23 2315

10 1000 100 000 10 000 000

= + + + + +

= + + + + +

"

"
 

1
100

4 23 1 4 23 10015 15
10 1000 1 10 1000 99

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + = + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎣ ⎦
i  

  
∑هرگاه سلسلهء) . شرط لازمي تقارب سلسله ها(قضيه

∞

=1n
nu  متقارب باشد ، ا لزاما" 

lim 0nn
u

→∞
  .ا ست  =

1داشت ترادف  درنظر با .ثبوت  2 3 ...n ns u u u u= + + +   ميتوان نوشت كه  +
( )1 11

lim lim lim lim limn n n n n n nn n n n nn
s u s s u s u s u

∞

− −→∞ →∞ →∞ →∞=
∑= = = + = + = +  

lim lim 0n nn n
S S u u

→∞ →∞
⇒ = + ⇒ = •  

  
kaهـرگاه ترادف). معيارتباعد(قضيه  صورت سلسله نباشد، دران به صفرمتقارب   

1
k

k

a
∞

=
  .متباعد است ∑

فرضا ً سلسله :ثبوت
1

k
k

a
∞

=
limكه شرط لازمي بايد متقارب باشد بنابر ∑ 0kk

a
→∞

اين  و =

نتيجه سلسله در خلاف فرضيه است و
1

k
k

u
∞

=
  .ميباشد متباعد∑
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نشان دهيد كه سلسله .8مثال
1

300
4 750k

k
k

∞

=
∑

−
+

  .متباعد است 
  كه ديده ميشود :حل 

300 1lim 0
4 750 4k

k
k→∞

−
= ≠

+
  

  .ميباشد بنابرين سلسله فوق متباعد
  
  معيارهاي تقارب سلسه هاي عددي .2

ميگيرند، البته اين  درين پاراگراف معيارهاي مشخص تقارب سلسله ها تحت مصالعه قرار
بوسيله آنها ارزيابي شده  تقارب سلسله ها بوده و كدام داراي خواص معين خود معيارها هر

  .ميتواند

  )شرط كافي تقارب وتباعد (معيار مقايسوي مستقيم 
kمنفي نبوده و  kbو kaدرصورتيكه عناصر ترادف هاي  ka b≤ باشد، پس  

اگرسلسلهء .1
1

k
k

b
∞

=
متقارب باشد ، سلسهء  ∑

1
k

k
a

∞

=
نيزمتقارب است و ∑

1 1
k k

k k
a b

∞ ∞

= =
∑ ∑≤.  

وقتي كه سلسلهء  .2
1

k
k

a
∞

=
متباعد باشد ا لزاما ً سلسلهء ∑

1
k

k
b

∞

=
 . ست  نيزمتباعد ا ∑

  با درنظرداشت خاصيت مقايسوي ترادفهاداريم كه :ثبوت 

1 1 1 1

n n

k k k k k k
k k k k

a b a b a b
∞ ∞

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

رابطه ا ز
1 1

k k
k k

a b
∞ ∞

= =
∑ واضح است كه ازتقارب ≥∑

1
k

k
b

∞

=
تقارب، ∑

1
k

k
a

∞

=
وازتباعد ∑

1
k

k
a

∞

=
∑ ،

تباعد
1

k
k

b
∞

=
  •بدست مي آيد ∑

 
  بررسي ميكنيم  سلسله ء ذيل را  . 9مثال 

1

1 1 1 1 11 ... ...
2 3 4k k n

∞

=
∑ = + + + + + +  

  ، ميبينيم كهسلسلهء هارمونيك مقايسه شود اگر اين سلسه با
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1 1
k k

<  

1چون سلسله هارمونيك يعني  و

1
k

k

∞

=
1، بنابرين سلسلهء متباعد است ∑

1
k

k

∞

=
متباعد  نيز ∑

  .ميباشد

سلسله  تقارب.  10مثال
1

1
3 1kk

∞

=
∑

+
  .را ارزيابي كنيد

0kبرا ي : حل   واضح ا ست كه ≤

11 1
3

1 1 1 1 1 33 1 3 0
3 1 3 3 1 3 1 2

k
k k

k k kk k

∞ ∞

= =
∑ ∑

⎛ ⎞+ > > ⇒ < ⇒ < = =⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠
  

مقايسوي سلسله معيار بر بنا
1

1
3 1kk

∞

=
∑

+
  .متقارب است 

بقدركافي بزرگ داراي   kبراي  kbو kaدف هاي هـرگاه ترا. معيار مقايسوي حدي 
  قيمت هاي مثبت باشند و

lim k

k
k

a l
b→∞

=  

0عددمثبت متناهي يعني lطوريكه l< <  پس سلسله هاي. باشد ∞
1

k
k

a
∞

=
و∑

1
k

k
b

∞

=
∑ 

  )ثبوت معتل. (همـزمان متقارب يا متباعد اند

21تباعد سلسله يا تقارب و . 11مثال

2 1
1k

k
k k

∞

=
∑

+
+ +

  . را معين كنيد
  

1براي  :حل
ka

k
2و =

2 1
1k

kb
k k

+
=

+ +
  داريم كه

  
2

2

2lim lim 2
1

k

k k
k

a k k
b k k→∞ →∞

+
= =

+ +
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چون سلسله و
1

1
k k
∞

=
21، پس سلسلهمتباعد است∑

2 1
1k

k
k k

∞

=
∑

+
+ +

  .متباعد ميباشد نيز

تباعد سلسله يا تقارب و .12مثال
1

1
2 1kk

∞

=
∑

−
  . را معين كنيد

1براي  :حل
2 1k ka =
−

1و 
2k kb   داريم كه=

2lim lim 1
2 1

k
k

kk k
k

a
b→∞ →∞

= =
−

  

چون سلسله و
1

1
2kk

∞

=
، پس سلسلهمتقارب است∑

1

1
2 1kk

∞

=
∑

−
   .متقارب ميباشد نيز

هرگاه عناصر سلسلهء) . معياردلامبر( معيارنسبت 
1

k
n

a
∞

=
 اعداد مثبت بوده و ∑

1lim n

n
n

a l
a

+

→∞
  باشد ، پس  =

  .باشد، سلسلهء فوق متقارب است l>1اگر .1
 .باشد l<1سلسلهء مذكورمتباعداست درصورتيكه  .2
  .دباشد ، نميتوان تقارب و ياتباعد سلسله را  تشخيص داl=1درحالت .3

0وريكهميگيريم ط را درنظرRباشد،عدد l>1اگر.  1 :ثبوت  1l R< < ، پس  >
nدارد، طوريكه براي وجود Nعدد طبيعي N>داريم  

1
1

n
n n

n

a R a a R
a

+
+< ⇒ <  

  زينجا ميابيما
1

2
2 1

2 3
3 2 1

N N

N N N

N N N N

a a R
a a R a R
a a R a R a R

+

+ +

+ + +

<

< <

< < <
#
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0چون  1R< ، بنابرين سلسله هندسي >
1

k
N

k
a R

∞

=
  متقارب است ، لذا سلسله كوچكتر∑

1 2 3
1

N k N N N N n
k

a a a a a
∞

+ + + + +
=
∑ = + + + + +" "  

  درنتيجه سلسله متقارب است و نيز
          

1 1 1

N

k k N k
k k k

a a a
∞ ∞

+
= = =
∑ ∑ ∑= +    

  .متقارب ميباشد  نيز
را طوري Rتفاوت اينكه صورت ميگيرد، با1اثبات اين مرحله كاملا ً مشابه مرحله   .3

  انتخاب ميكنيم كه
1lim 1n

n
n

a l R
a
+

→∞
= > >  

kدارد بطوريكه وجودMطبيعي پس عدد
M k Ma a R+ >.  

در اين حالت  سلسله هاي .  4
1 1

1n n

k
i i

a
k= =

∑ 21و =∑ 1

1
k

i i
b

k
∞ ∞

= =
∑   را درنظر گيريم  =∑

( )
( )

2 2
1 1

2

2

11
11lim lim lim 1 , lim lim lim 11 11 1

k k

k k k k k k
k k

ka bk kk
a k b k

k k

+ +

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞ →∞

++= = = = = =
+ +

  

  •دوم متقارب است  متباعد و) هارمونيك ( ولدرحاليكه سلسله ا
  

∑سلسلهء  تباعد تقارب يا. 13مثال
∞

=1 !
1

k k
  .آزمايش كنيد  را 

!براي  .حل
1
nnu  ديده ميشود كه =

( )
1
1 !1

1
!

! 1lim lim lim lim 0 1
( 1)! 1

nn

n n n n
nn

u nl
u n n

++

→∞ →∞ →∞ →∞
= = = = = <

+ +
  

  .لهذا اين سلسله متقارب است    
  

∑ سلسلهء. 14مثال
∞

=1

2
k

k

k
براي .  راارزيابي ميكنيم  

n
u

n

n
2

  داريم كه  =
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12
1

2lim
2

.
1

2lim
2

1
2

limlim 2

1

1

>=
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=+==
∞→

+

∞→

+

∞→

+

∞→ n
nn

n
n

n
u

u
l

n

n

nn

n

n
n

nn

n
  

  .بنا برين سلسلهء مطلوب متباعد است    

∑درحاليكه سلسلهء هارمورنيك . 15مثال
∞

=1

1
n n

بـودن   متباعد معياردلامبر از ، امامتباعد است 

كه براي  ، زيراده نميتواندش آن تثبيت
n

un
1

1limنظر لميت مورد = 1 == +

∞→
n

n

n u
u

l  است.  

سلسلهء در kaهـرگاه عناصر) . معياركوشي(معيار جذري 
1

k
k

a
∞

=
منفي نبوده و ∑

lim k
kk

a l
→∞

  باشد،  درينصورت =
  .باشد l>1سلسلهء فوق متقارب است ، اگر .1
 .سلسله متباعد است l<1براي  .2
 .تباعد سلسله ازين معيارتشخيص شده نميتواند  يا باشد ، تقارب و l=1هرگاه .3

1lوقتيكه. I :ثبوت  1lطوريكه rعدد ، براي هرباشد > r< درنظرداشت  باشد، با >
kطبيعي ، طوريكه براي هرعدددارد وجود Nطبيعي تعريف ليمت عدد N≥داريم كه  

1 1

k kk
k k k

k k

a r a r a r
∞ ∞

= =

< ⇒ < ⇒ <∑ ∑  

چون و
1

k

k

r
∞

=
 ، پسمتقارب است∑

1
k

k

a
∞

=
متقارب بوده درنتيجه نيز∑

1
k

k

a
∞

=
مطلق متقارب ∑

  •نيزمشابه اثبات شده ميتواند  3و 2 اثبات موارد. است

2براي . 16مثال 1( )kk
k ka )ازسلسلهء =+ )∑

∞

=
+

1
12

k

k
k
k  ديده ميشود كه  

1lim lim 1
2 1 2

k
kk k

kl u
k→∞ →∞

= = = <
+

  
  .ين سلسله متقارب مي باشدنابرين اب
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∑تباعد سلسلهء تقارب و. 17مثال
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2 ln
1

k

k

k
  .بررسي كنيد  را  

)براي  .حل  )1
ln

k
k ku   ميبينيم كه =

1 1lim lim lim 0 1
ln ln

k

k k
kk k k

l u
k k→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞= = = = <⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  . لهذاسلسله فوق متقارب است 

هـرگاه. انتيگرال  معيار 
1

n
n

a
∞

=
متناقص  متمادي و xf)( ، تابععناصرمثبت سلسلهء با∑

1xبراي ) بوده و ≤ ) nf n a= 1 باn باشد، پس سلسله ≤
1

n
n

a
∞

=
ل نتگراا و ∑

∫غيرعادي
∞

1
)( dxxf متباعد اند يا متقارب و همـزمان.  

  
                                                          

)بين گرا ف مساحت محدود :ثبوت  )y f x= لانتروا فقي درمحور ا و[ ]1, n  را
زاي شكل اول عبارت مجموع مستطيل ها .ريم ميگيريمنظ شكال ذيل درمطابق ا

2 3 na a a+ + 1شكل دوم زا و "+ 2 3 na a a a+ + + ميباشد، واضح است  "+
  كه

( )2 3
1

n

na a a f x dx∫+ + + ≤"  
  بنابرين
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( ) ( )1 2 1
1

n

na a a a f x dx i∫+ + + ≤ +" "  
  شكل دوم  داريم  زا

( ) ( )
1

1 2
0

n

nf x dx a a a ii
+

∫ ≤ + + +" "  
)مقايسه روابط با )i و( )ii ميابيم كه  

( ) ( )
1

1 2 1
1 1

n n

nf x dx a a a a f x dx
+

∫ ∫≤ + + + ≤ +"  
∫انتگرا ل اگر

∞

1
)( dxxf كه  بوضاحت ديده ميشود سمت راست رابطه اخير زا، متقارب باشد

سلسله
1

n
n

a
∞

=
 ، سمت چپ رابطه اخيرباشد ل متذكره متباعددرصورتيكه انتگرا متقارب است و∑

ينكه سلسهفرض ا بهمين قسم با. ا نشان ميدهدمتباعد بودن اين سلسله ر
1

n
n

a
∞

=
متقارب يا ∑

∫لانتگرا تباعد يا ، تقارب وباشد متباعد
∞

1
)( dxxf بدست مي آيد•  

1سلسلهء .  سلسلهء هارمونيك 

1 1
kkn n

a
∞ ∞

= =
∑ بنام سلسلهء هارمونيك ياد مي شود و =∑

  .متباعد است 

)تابع :ثبوت  ) 1f x
x

0xبراي  =   متناقص است و داراي قيمتهاي مثبت و <

[ ]
1 1

lim lim ln ln1
b

b b

dx dx b
x x

∞

→∞ →∞
∫ ∫= = − = ∞  

)چون ) 1
kf k a

k
= ل، سلسله هارمونيك متباعد انتگرا ردرنظرداشت معيا برين بابنا.  =

 •است 

  سلسلهء داراي شكل ) . يريكلهسلسلهء د. ( 18مثا ل

1

1 1 1 11 ...
2 3 4p p p p

k k

∞

=

= + + + +∑  
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ياد مي كنند، اين سلسله )  pسلسله(عددثابت است ، بنام  سلسلهء ديريكله pان  را كه در 
  .متباعد ميباشد p≥1براي متقارب و p<1براي 

  داريم كه  p<1براي . ثبوت

[ ]
1

11lim
1

1
1

lim

lim1

1

1

1

111

−
=−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

−

∞→

−

∞→

−

∞→

∞
−

∞

∫∫∫

p
b

pp
x

dxxdxxxdx
x

p

b

bp

b

b
p

b

p
p

  

∫بنابرين 
∞

1

1 dx
x p سلسلهء  بالاثر متقارب بوده و  

1

1 1 1 11 ...
2 3 4p p p p

k k

∞

=

= + + + +∑ 

∫انتيگرال  p≥1اما مي دانيم كه براي .متقارب است  
∞

1

1 dx
x p  متباعد مي باشد يعني

∞=∫
∞

1

1 dx
x p  1، درنتيجه سلسلهء ديريكله براي≤p متباعد است•  

سلسلهء ديريكله بصورت  تابع ايكه از . تابع زيتا
1

1( )
k kαξ α
∞

=

= تشكيل  α<0براي ∑
  .معروف استرياضي  آناليز در ياد مي گردد، تابع زيتا  ميشود، بنام تابع زيتاي  ريمان

 
  وبسلسلهء متنا  .3 
ل ا، اين سلسله داراي اشكآن متناوب باشند سلسله ايست كه اشاره هاي عناصر عبارت از  

  :ذيل است 

1 2 3 4
1

( 1)k
k

k

a a a a a
∞

=

− = − + − + −∑ "  

1
1 2 3 4

1

( 1)k
k

k

a a a a a
∞

+

=

− = − + − +∑ "  
  . اعداد مثبت اند  … 1a   ،2a   ،3aدرحاليكه  
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مثبـت و متنـاقص بـوده ،   kaهرگـاه تـرادف  ) . معيارسلسله متناوب( قضيه لايپ نيتز

lim 0kk
a

→∞
1باشد ، پس سلسله=

1

( 1)k
k

k

a
∞

+

=

از  قيمـت  مجمـوعي آن   متقارب است و ∑−
  .نمي باشد  بيشتر 1aعنصر اول 

  
  .ميگيريم مجموع هاي قسمي مشخص ذيل را درنظر :ثبوت 

2 4 6 8 2, , , , , ,ks s s s s" "  
  چون

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 5 6 2 1 2k k ks a a a a a a a a−= − + − + − + + −"  
  

2شرطkطبيعي عدد براي هر kaمتناقص بودن ترادف بنابر  0k ka a− ، صدق ميكند ≤
  پس

2 4 6 20 ks s s s≤ ≤ ≤ ≤ ≤"  
  .ارايه ميگردد ذيل نيز قرار يكنواخت متناقص است و 2ns يعني ترادف مجموع هاي قسمي  

( ) ( ) ( )2 1 2 3 4 5 2 2 2 1 2k k k ks a a a a a a a a− −= − − − − − − − −"  
  درنتيجه

2 1, kk s a∀ ∈ ≤`  
  بنابرين

2 1lim kn
s s a

→∞
= ≤  
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2همچنين 1 2 2 1k k ks s a+ += 2 و + 1lim kk
s s+→∞

  لهذا =
2 1 2lim lim limk k kk k k

s s s s s+→∞ →∞ →∞
= = ⇒ =  

  •درنتيجه اين  سلسله متناوب ، متقارب است

)متقارب سلسله متناوب و .19مثال ) 1
4

1

11 k

k k

∞
+

=

  .ميگريم را درنظر∑−

، خطاي محاسبه را بحيث قيمت تقريبي سلسله بپذيريم اول آنرا مجموع پنج عنصر اگر :لفا 
  .تخمين كنيد

 از سه رقم دقيق بعد ن تااين سلسله را بحيث قيمت تقريبي آ عنصر مجموع چند :ب 
  عشاري ميتوان پذيرفت؟ا

  :حل

4براي  :الف  

1
ka

k
  ميدانيم كه=

4 5 4

1 0.0016
5

s s a− ≤ = =  

4 4 4 4 4

1 1 1 1 0.9459394
1 2 3 4

s = + + + ≈  
  بنابرين

0.945939 0.0016 0.0016 0.945939 0.0016
0.945939 0.0016 0.945939 0.0016

s s
s

− ≤ ⇒ − ≤ − ≤

⇒ − ≤ ≤ +
  

0.9443394 0.9475394s⇒ ≤ ≤  
0.94sلهذا قيمت   .ستدقيق ا راعشا از رقم بعد دو تا ≈

 از سه رقم دقيق بعد ن تاله را بحيث قيمت تقريبي آز سلسعنصر اnفرضا ً مجموع  :ب 
  ن صورت  خطاي محاسبه عبارت است ازآ كنيم دراعشاري قبول 
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( )1 1 4
10.0005 0.0005 0.0005

1n n ns s a a
n+ +− ≤ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤
+

( )4 41 1 2000 1 6.687403 1 1
0.0005

n n n⇒ ≤ + ⇒ ≤ + ⇒ − ≤ +  

5.687403 6n n⇒ ≥ ⇒ ≥  
  اما و. اعشاري دقيق است  زقيمت تقريبي آ ن تا سه رقم بعد الهذا  عنصراول سلسله بحيث 

6 4 4 4 4 4 4

1 1 1 1 1 1 0.94677
1 2 3 4 5 6

s s≈ = − + − + − ≈  

7 7

1 0.00042 0.94677 0.00042
2

a s= = ⇒ − ≤

0.00042 0.94677 0.00042s⇒ ≤ − ≤
0.94677 0.00042 0.00042 0.94677s⇒ − ≤ ≤ +

0.94635 0.94719 0.947s s⇒ ≤ ≤ ⇒ ≈ i  
  

مثبت و متناقص بوده ، ka هرگاه ترادف. تخمين خطاي سلسله متناوب 

lim 0kk
a

→∞
1باشد، تفاوت بين قيمت سلسه  =

1

( 1)n
n

n

s a
∞

+

=

= مجموع قسمي و ∑−

1

1

( 1)
n

n
n n

n

s a+

=

= 1naعنصر از ∑−   بيشتر نمي باشد يعني +

1n ns s a +− ≤  
  :ثبوت 

( ) ( ) ( )

( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

2
1 2 3 4 5 6 7

2
1 2 3 4 5 6 7

1 1 1

1

1

n
k k k

n k k k
k k k n

n
n n n n n n n

n
n n n n n n n

s s a a a

a a a a a a a

a a a a a a a

∞ ∞
+ + +

= = = +

+
+ + + + + + +

+
+ + + + + + +

− = − − − = −

= − − + − + − − +

= − − − − − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑ ∑
"

"

  

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3 4 5 6 71 n

n n n n n n n ns s a a a a a a a+
+ + + + + + +⇒ − = − − − − − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦"  

  بين قوس هاي كوچك مثبت است ، بنابرين حدود چون هريك از    
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( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 1n n n n n n n n ns s a a a a a a a a+ + + + + + + +− = − − − − − − − ≤"  
1n ns s a +⇒ − ≤ i  

 

سلسلهء متناوب  نشان دهيد كه. 20مثال
1

( 1)k

k k

∞

=

  .متقارب است   ∑−

1چون ترادف :حل
ka

k
1limمتناقص بوده  و  = 0

k k→∞
است بنابرين اين سلسله متقارب  =

  .ميباشد 

0pنشان دهيد كه براي  .21مثال سلسلهء متناوب  <
1

( 1)k

p
k k

∞

=

  .متقارب است ∑−

1براي ترادف  :حل 
k pa

k
limواضح است كه = 0kk

a
→∞

  برعلاوه و  =

( )
( )

1
1

1
1

11 1

p p
k

k kp
k

p

ka k a a
a k

k

+
+

+
= = < ⇒ <

+
  

  .متناقص ميباشد، بنابرين سلسله متناوب داده شده متقارب است kaپس ترادف 
 
  مشروط تقارب مطلق و .4
سلسلهء  .1

1
k

k
a

∞

=
، اگر سلسلهء متقارب ناميده ميشود مطلق ∑

1
k

k
a

∞

=
  . متقارب باشد ∑

در صورتيكه سلسلهء . 2
1

k
k

a
∞

=
متقارب بوده ولي سلسلهء  ∑

1
k

k
a

∞

=
، سلسلهء متباعد باشد ∑

   .  اولي را متقارب مشروط مينامند 
مقايسهء سلسله هاي  از 

1
k

k
a

∞

=
و  ∑

1
k

k
a

∞

=
سلسلهء مطلق  هر :واضح ديده ميشود كه  ∑

  .متقارب، متقارب است 
  .يك سلسله هم اشاره باشند،آن سلسه مطلق متقارب است تمام عناصر اگر
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)سلسلهء . 22مثال )1

1

k

k
k

∞
−

=
كه  اين سلسله مطلق متقارب نمي باشد، زيرا متقارب است اما ∑

)سلسلهء هارمونيك   )1 1

1 1

k

k k
k k

∞ ∞
−

= =

=∑ )، يعني سلسلهء متقارب نيست ∑ )1

1

k

k
k

∞
−

=
متقارب  ∑

  .مشروط است

2سلسلهء  .23مثال 
1

( 1)k

k k

∞

=

  .مطلق متقارب ميباشد ∑−

  گروپ بندي عناصر يك سلسله ترتيب و 
 گردد، درآن جمع  ترتيبيكه عناصر ـره هـرگاه يك سلسله مطلق متقارب باشد، به .1

   .يري بميان نمي آيديقيمت مجموعي سلسله تغ
 .است يرپذيريتغ ترتيب عناصر، يريتغ سلسله ايكه متقارب مشروط باشد، قيمت آن با .2
سلسلهء جديدي  نكند، ريتغي باگروپ بندي عناصرسلسله متقارب طوريكه ترتيب آنها .3

 .داراي عين قيمت بدست مي آيد 
ن قوسهاي گروپ بندي حذف آ ي تغيراتيكه دريعن ،عمليه برعكس گروپ بندي در .4

 .يابد ريممكن است مجموع سلسله تغي شوند،
 

  :شكل  گروپ بندي نموده  محاسبه ميكنيم دو مجموع سلسله هندسي ذيل را در  .24مثال 

( )1
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 21
2 4 8 16 32 64 128 252 1 3

s = − + − + − + − + − = =
− −

"  

  
  

  گروپ بندي اول
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1 1 1 1 1 1 11
2 4 8 16 32 64 128

1 1 1 1 1 1 1 11
2 8 32 128 2 4 16 64

s ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= + + + + = + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

" "
  

31
4 4

1 1 1 1 1 4 2
2 1 2 2 3 3
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = × = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

  گروپ بندي دوم

1
4

1 1 1 1 1 1 1 11
2 4 8 16 32 64 128 252

1 1 1 1 1 1 1 1 21 1 1 1
4 16 64 4 4 16 4 1 3

s ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − + + − + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= − − − − = − + + + = − = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"

" "
  

  .نوع گروپ بندي يكسان است دو ديده ميشود كه مجموع سلسله از

1مجموع سلسله .25مثال 1 1
1 3 3 5 5 7

s = + + +
⋅ ⋅ ⋅

يافته  يريدو شكل تغ را در "
  :ان حذف ميشوند محاسبه ميكنيم عناصرش كه قوسهاي گروپ بندي در

1 1 1 1 2 2 3 3 4
1 3 3 5 5 7 1 3 3 5 5 7

1 2 2 3 3 4 1
1 3 3 5 5 7

s ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + = − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + − + − + =

" "

"

  ازطرف ديگر
( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1

1 3 3 5 5 71 1 1
1 3 3 5 5 7 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
2 6 6 10 10 14 2

s
− − −

= + + + = + + +
⋅ ⋅ ⋅

= − + − + − + =

" "

"
  



 

119 
 

قيمت مختلف  ، دوطريق عكس گروپ بندي مجموع ساختن سلسله بدو كه در ديده ميشود
  .بدست مي آيد كه غيرممكن است

)سلسله . 26مثال )
1

11 k

k
s

k
∞

=
∑=   :ميگيريم را درنظر −

( ) 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

k

k
s

k
∞ +

=
∑= − = − + − + − + − + − + − +"  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 4 3 6 8 5 10 12 7 14 16

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − − + − − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 14

= − + − + − + − + − + − +"

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
⎛ ⎞= − + − + − + − + − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

( ) 1

1

1 1 1 11 2
2 2 2

k

k
s s s s s

k
∞ +

=
∑
⎡ ⎤= − = ⇒ = ⇒ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2sطرف دگر زا بكعدد مثبت ميباشد و sيكطرف واضح است كه زا s=  1درنتيجه 2= 
  .م كه اين سلسله متقارب مطلق نيستميداني اما ممكن است و كه غير يددست مي آب

  
∑سلسلهء تابعي .  (Dominated Series)سلسلهء غالب  

∞

=1
)(

n
n xu  درناحيهء معين

، ازين ناحيه xرا، سلسلهء غالب مينامند، درصورتيكه براي تمام قيمت هاي  xقيمت هاي  از
  يك سلسلهء عددي متقارب داراي 

∑عناصرمثبت 
∞

=1n
nα  وجودداشته باشد طوريكه  

.....)5.4.3,2,1(,)( =≤ nxu nn α  
  .، متفارب است ناحيهء مربوطه اش سلسلهء غالب در هر  
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∑سلسلهء . 27مثال  
∞

=1
2

cos
n n

nx  درناحيهء),( كه  ، زيرايك سلسلهء غالب است −∞∞
  مساوات غير xبراي هر عدد حقيقي 

,.....)4,3,2,1(,1cos
22 =≤ n

nn
nx  

∑صدق ميكند و سلسلهء  
∞

=1
2

1
n n

 .متقارب مي باشد  

 
   (Power Series)سلسلهء طاقت .5
 سلسلهء تابعي سلسلهء طاقت عبارت از   

( ) ( ) ( )2
0 1 2

1

k
k

k
a x a a a x a a x a

∞

=

− = + − + − +∑ " 

0aدرصورت .اعداد حقيقي باشند   1a  ،2a ،3a  ، ...،kaاست، درحاليكه ضرايب  = 
 :دارد سلسله طاقت حالت ذيل را

2
0 1 2

1

k
k

k
a x a a x a x

∞

=

= + + +∑ "  

براي سلسله طاقت) . تقارب سلسله طاقت(قضيه
1

k
k

k
a x

∞

=
سه شرط ذيل صدق  يكي از∑

  :مينمايد
  .متقارب است  xسلسه براي تمام قيمت هاي  .1
0xسلسله فقط براي .2  .متقارب ميباشد =
)ا زيك انتروا ل xاين سلسله مطلق متقارب است براي هـر .3 ),R R− متباعد و 

xاست براي R>  . ددرحالاتx R=وx R= متقارب  يا سلسله ميتواند متباعد−
  .باشد

  :ثبوت 

    درنظرداشت با
1 1

k
k k

k k
u a x

∞ ∞

= =

=∑ ∑      ،1lim k

k
k

a
a

ρ+

→∞
=       ،1R

ρ
  و  =
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1
1 1 1lim lim lim

k
k k k

kk k k
k k k

u a x a x x
u a x a

ρ
+

+ + +

→∞ →∞ →∞
= = =  

واضح است كه سلسله
1 1

k
k k

k k

u a x
∞ ∞

= =

=∑ مطلق متقارب است درصورتيكه ∑
  شرط ذيل صدق كند

( )11 ,x x x R x R Rρ
ρ

< ⇒ < ⇒ < ⇒ ∈ − 

  بعبارت د گرسلسله متقارب است  اگر
  

11 lim k

k
k

ax R
aρ
+

→∞
< = =  

 بنابرين سلسله
1

k
k

k

a x
∞

=
xبراي  ∑ R< براي متقارب وx R> هرگاه . عد استمتبا

0R ρ= ∞ ⇔ 0Rحالت در و xقيمت  ، اين سلسله  براي  هر = ρ= ⇔ = سلسله ∞
0xفقط براي    •متقارب ميباشد=

شعاع تقارب سلسله طاقت Rحقيقي عدد. ناحيه تقارب شعاع تقارب و
0

k
k

k
a x

∞

=
گفته  ∑

) لانتروا از x عدد ميشود درصورتيكه اين سلسله براي هر ),R R− حالت در متقارب و
x R>بوده ميتواند بينهايت نيزيا و متباعد باشد، شعاع تقارب صفر.  

معيارنسبت عبارت ازديديم كه شعاع تقارب  طبق 
1

lim
+

∞→
=

n

n

n a
a

Rدر ، بهمين قسـم  بـا  است 

كه  جذري ميتوان نشان داد معيار نظر
n

n
n a

R 1lim
∞→

  .ميباشد   =

ناحيه . ميگردد بنام ناحيه تقارب ياد كه درانهاسلسله طاقت متقارب باشد، xست تمام اعداد 
  :حالات ذيل را دارد تقارب يكي از

( ) [ ] [ ) ( ], , , , , , ,R R R R R R R R− − − −  
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xدر سلسله انجام هاي ناحيه تقارب ن تقارب سلسله طاقت دريجهت تعي R= وضع نموده  ±
∑شعاع تقارب سلسله. ان ارزيابي ميگردد تباعد تقارب و

∞

=

−
1

)(
n

n
n axa  شرطRax <− 

  .را صدق مينمايد 
ناحيه تقارب سلسله شعاع تقارب و : 28مثال

0 !

k

k

x
k

∞

=
  .ن كنيديرا تعي ∑

1برا ي :حل
!ka

k
  داريم =

( )

( ) ( )
1

1
1 !!lim lim lim lim 11 !

1 !

k

k k k k
k

ka kR k
a k

k
→∞ →∞ →∞ →∞

+

+
= = = = + = ∞

+

  

Rمتقارب است يعني شعاع تقارب xحقيقي عدد بنابرين سلسله براي هـر = وناحيه تقارب∞
( ),−∞   iميباشد ∞

ناحيه تقارب سلسله شعاع تقارب و :29مثال 
0

! k

k
k x

∞

=
  .ن كنيديرا تعي ∑

ka!براي  :حل k= ميابيم كه  

( )1

! 1lim lim lim 0
1 ! 1

k

k k k
k

a kR
a k k→∞ →∞ →∞

+

= = = =
+ +

  

0xحقيقي پس سلسله براي هـرعدد 0Rمتباعد است يعني شعاع تقارب ≠ سلسله  و =
0xفقط براي   .متقارب ميباشد =

  
ناحيه تقارب سلسله شعاع تقارب و :30مثال

0

k

k

x
k

∞

=
  .ين كنيديرا تع ∑

1داشت با درنظر :حل
ka

k
  ميابيم كه =

1

1

1

lim lim lim 11 1
1

k

k k k
k

a kkR
a k

k

+

→∞ →∞ →∞
+

= = = =
+

+
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1xحقيقي عدد بنابرين سلسله براي هـر 1Rمتقارب است يعني شعاع تقارب >  است و =
1xتقارب سلسله را براي اما =   :ارزيابي مينماييم ±

1xاين سلسله براي = )عبارت ا ز− )
0

1 k

k k

∞

=

−
1xبراي ميباشد كه متقارب است و ∑ = 

 سلسله
0

1
k k

∞

=
] لانتروا ، پس ناحيه تقارب سلسله،متباعد است بدست مي آيد و ∑ )1 , 1− 

  .دميباش

)ناحيه تقارب سلسله ارب وشعاع تق :31مثال  )
0

1
3

k

k
k

x∞

=

+
  .ين كنيديرا تع ∑

1با توجه به ترادف :حل
3k ka   ميابيم كه =

1

1
1

1
33lim lim lim 31 3

3

kk
k

kk k k
k

k

aR
a

+

→∞ →∞ →∞
+

+

= = = =  

3Rبنابرين شعاع تقارب اين سلسله عبارت از ين يذيل تع رناحيه تقارب قرا ميباشد و =
  :ميگردد

1 1 1 1 3 3 1 3 4 2
3

x x x x+ < ⇒ + < ⇒ − < + < ⇒ − < <  
  :نقاط انجام ارزيابي سلسله در

  
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

1 1 1

1 4 1
4 1

3 3

1 2 1
2 1

3 3

k k
k

k k
k k k

k k
k

k k
k k k

x
x

x
x

∞ ∞ ∞

= = =

∞ ∞ ∞

= = =

+ − +
= − ⇒ = = −

+ +
= ⇒ = =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

)هردو سلسله )
1

1 k

k

∞

=

و ∑−
1

1k

k

∞

=
 زن ناحيه تقارب سلسله فوق عبارت امتباعد ا ند بنابري ∑

)انتروال )4 ,   .ميباشد−2
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   (.Abels Th)قضيه آ بل 
∑هرگاه سلسلهء طاقت . 1

∞

=1n

n
n xa  0براي عددغيرصفريx متقارب باشد، اين سلسله براي

0xxهاي كه شرط xتمام    .متفارب است صدق كند نيز را >
متباعد باشد، اين سلسله براي تمام 0xصفري  غير درصورتيكه سلسلهء مذكور براي عدد. 2  
x  0هاي كه شرطxx   .متباعد مي باشد كند نيز صدق را <

  •يسوي  اثبات قضيه واضح است مقا داشت معيار درنظر با :ثبوت 
 

∑انتروال تقارب سلسلهء  شعاع تقارب و. 32مثال
∞

= +1 2)1(n
n

n

n
x تعيين كنيد  را.  

  :حل   

2
2)!(
2)2(lim

2
)2(

1
2)1(

1

limlim
2)1(

1
2

1

11

=
+
+

=

+

+
==⇒

+
=

+

∞→+∞→
+

∞→ n
n

n

n
a
a

R
n

a
n

nn

nn

n
n

n

nnn  

براي . متقارب است −)2,2(انتروال  است لذا سلسله در R=2چون شعاع تقارب    
2±=x  سلسله حالات ذيل را اختيار مينمايد.  

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= +
=

+
=

+
⇒=

111 1
1

2)1(
2

2)1(
2

nn
n

n

n
n

n

nnn
xx  

  سلسله هارمونيك بوده متباعد است و n=2ديده مي شود كه براي    

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= +
−

=
+
−

=
+

⇒−=
111 1

)1(
2)1(

)2(
2)1(

2
n

n

n
n

n

n
n

n

nnn
xx  

درنتيجه ساحه تقارب سلسله فوق . اشدمتقارب ميب سلسله متناوب و n=−2بنابرين براي    
  . است  −]2,2(انتروال

شعاع تقارب سلسله طاقت گرا. ل  سلسله طاقتانتگرا مشتق و
1

k
k

k

a x
∞

=
 Rزعبارت ا∑

Rل تقارب مطلقانتروا بحيث يك تابع درل اين سلسله  انتگرا يا ، مشتق وباشد x R− < <
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، حيث سلسله هاي جديد بدست مي آيندآن ب نتگرالهاي تمام حدودا يا مجموع مشتقات و از
  بعبارت ديگر

)هرگاه  )
0

k
k

k

f x a x
∞

=

= xبراي ∑ R<درانصورت برايمتقارب باشد ، x R< مشتق و 
  زع عبارت اند ال اين تابانتگرا

( ) ( )

( )

1

0 0 0

1

0 0 0 1

k k k
k k k

k k k

k k kk
k k

k k k

f x a x a x ka x

af x dx a x dx a x dx x C
k

∞ ∞ ∞
+

= = =

∞ ∞ ∞
+

= = =

′⎛ ⎞ ′′ = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟ +⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫
  

  
)مشتق تابع : 33مثال )

1

1
!k

f x
k

∞

=

=   .را دريافت نماييد ∑
  ، پسمتقارب است xحقيقي  داين سلسله براي تمام اعدا :حل 

( )

( )

2 3 4 2 3

0

2 3 4

0

2 3 41 0 1
! 1! 2! 3! 4! 2! 3! 4!

1
1! 2! 3! 4! !

k

k

k

k

x x x x x x x xf x
k

x x x x x f x
k

∞

=

∞

=

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = + + + + + = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + + + + + = =

∑

∑

" "

"

  

براي  fهـرگاه تابع بينهايت مرتبه مشتق پذير). يكتابودن سلسلهء طاقت(قضيه
R x c R− < −   بحيث سلسله طاقت >

( )
1

k
k

k

f x a x
∞

=

= ∑  
  ارايه گردد، درينصورت ارايه فوق فقط يكتاست ، طوريكه

( ) ( ) , 0 , 1 , 2 , 3 ,
!

k

k

f c
a k

k
= = "  
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  :ثبوت

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
0 1 2 0 0

2
1 2 3 1 1

0!

2 3
1!

f c
f x a a x c a x c f c a a

f c
f x a a x c a x c f c a a

= + − + − + ⇒ = ⇒ =

′
′ ′= + − + − + ⇒ = ⇒ =

"

"
  

  بهمين قسم

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 33! !
3! !

k
k

k k

f c f c
f c a a f c k a a

k
′′′

′′′ = ⇒ = = ⇒ = •"  
 
 مكلورين –يلورسلسله هاي  تا .6

xf)(مشتقات  و xf)(هرگاه تابع  ′ ،)(xf ′′ ،)(xf ′′′ )()(و  xf n انتروال  موجود بوده در
[ ]ba )1()(متمادي باشند، بعلاوه  , xf n+ انتروال در( )ba ، پس براي وجود داشته   باشد ,

]از  cعدد  ]ba   :ذيل ارايه ميگردد قرار xf)(تابع  ,
)()()( xRxpxf nn +=  

  درحاليكه  
nn

n cxcfcxcfcxcfcfxp ))((...))(())(()()( )(2 −++−′′+−′+=  
  :به  سه شكل ذيل ارايه شده ميتواند ) بقيه تايلور( xRn)(و 

)1(1)                        ارايه لاگرانژ(  ))((
)!1(

1)( ++ −
+

= nn
n cxf

n
xR ξ  

))(()()                         ارايه كوشي( 
!

1)( )1( cxxf
n

xR nn
n −−= + ξξ  

∫)                             فورم انتيگرالي( +−=
x

c

nn
n dttftx

n
xR )()(

!
1)( )1(  

  . پولينوم تايلورگفته ميشود  xpn)(. واقع است   xو  cدربين  ξعدد   
، ارايه ميگردد بينهايت دفعه مشتق پذير باشد، بحيث سلسلهء تايلور  xf)(درصورتيكه تابع 

  اگر تنها و اگر
( ) ( )( ) ( ) ( ) , lim 0 , ,n n nn

f x p x R x R x x a b
→∞

= + = ∀ ∈  
  عبارت است از درينحالت سلسله تايلور



 

127 
 

∑)                            سلسلهء تايلور(
∞

=

−=
0

)( ))((
!

1)(
n

nn cxcf
n

xf  
  :بدست مي آيد) حالت خاص سلسلهء تايلور(سلسلهء مكلورين  c=0براي  و  

))                                 سلسلهء مكلورين ( )∑
∞

=

=
0

)(

!
0)(

n

n
n

x
n

fxf 

)و   )xf يك انتروال باز، بحيث سلسلهء تايلور ارايه شده  گفته ميشود ، اگردر تابع تحليلي
  . بتواند 

  
)سلسلهء مكلورين را براي تابع . 34مثال   ) xexf   : مينويسيم  =

xn exfxfxfxfxf ===′′′=′′=′= )(...)()()()( )(  
1)0(...)0()0()0()0( )( ===′′′=′′=′= nfffff  

( )
2 3 4

1
2! 3! 4! !

n
x

n

x x x xe x R x
n

= + + + + + + +"  
xeبراي و eζ <  

( )
( )

1 ,
1 !

n x
n

eR x x e e
n

ζ
ζ+= <

+
  

  ازينجا

( )
( )

( )
( )

1 1

, 0 , , 0
1 ! 1 !

n n

x
n n

x x
R x x R x e x

n n

+ +

≤ ≤ ≤ >
+ +

  

)نتيجه  در )lim 0nn
R x

→∞
)سلسله  ماكلورين براي  و = ) xf x e= متقارب ميباشد و  

2 3 4

0
1

! 2! 3! 4!

k
x

k

x x x xe x
k

∞

=
∑= = + + + + +" i 

  
)را براي تابع  سلسله تايلور .35مثال ) sinf x x=بنويسيد.  
  قيمت هاي آنها عبارت اند از تابع ، مشتقات و :حل
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1

2 2 1

sin , s

sin , s

1 sin , 1 s

0 0 , 0 1 , 1,2,3,

k kk k

kk k

f x x f x co x

f x x f x co x

f x x f x co x

f f k

+

+

′= =

′′ ′′′= − = −

= − = −

⇒ = = − =

#

"

  

  داريم طبق دستور سلسله مطلوب فقط داراي توان هاي تاق ميباشد و بنابرين عناصر

( )
( )

( )
3 5 2 1

2 1sin 1
3! 5! 2 1 !

k
k

k

x x xx x R x
k

+

+= − + − + − +
+

"  

)تابع مرتبه از چون قيمت مطلق مشتق هر و ) sinf x x=نيستند پس  يك بزرگتر از
  .ذيل تحمين ميگردد قرار اساس فورمول لاگرانژ بر باقيمانده تيلور

( )
( )

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 11 lim lim 0
2 2 !

k

k k kn n

x
R x R x R x

k

+

+ + +→∞ →∞
≤ ⋅ ⇒ ≤ =

+
  

)نتيجه  در )2 1lim 0kn
R x+→∞

)سلسله  ماكلورين براي  و = ) sinf x x=  متقارب
  ميباشد و

( )
( )

2 1 3 5 7

0

1
sin

2 1 ! 3! 5! 7!

k k

k

x x x xx x
k

+
∞

=
∑

−
= = − + − + •

+
"  

  
  .بنويسيد cosxسلسله ماكلورين را براي تابع  .36مثال
sinمشابه سلسله ماكلورين تابع  :حل x  برايcox داراي توانهاي جفت  عناصر سلسله با

  :بدست مي آيد

( )
( )

( )
2 4 2

2s 1 1
2! 4! 2 !

k
k

k

x x xco x R x
k

= − + − + − +"  

 تيلورنيستند پس باقيمانده  يك بزرگتر از coxتابع مرتبه از چون قيمت مطلق مشتق هر و
  .مين ميگرددذيل تخ قرار اساس فورمول لاگرانژ بر
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( )
( )

( ) ( )
2 1

2 2 21 lim lim 0
2 1 !

k

k k kn n

x
R x R x R x

k

+

→∞ →∞
≤ ⋅ ⇒ ≤ =

+
  

  متقارب ميباشد و coxماكلورين براي  -نتيجه سلسله تايلور در
( )
( )

2 2 4 6

0

1
s 1

2 ! 2! 4! 6!

k k

k

x x x xco x
k

∞

=
∑

−
= = − + − + •"  

  
 اعداد از داديم داراي عناصر حال تحت مطالعه قرار سلسله هاي كه تا. فورمول اويلر

 كه تفصيل آن از دارند وجود مختلط نيز اعداد عناصري از ، البته سلسله هاي باحقيقي اند
مطرح ميگردد، چنانچه  اتكاي مثالهاي قبلي فورمول اويلر فقط با خارج است و بحث ما حدود

  ميدانيم
2 3 4

0
1 ,

! 1! 2! 3! 4!

k
x

k

x x x x xe x
k

∞

=
∑= = + + + + + ∈" \  

xدرين رابطه حال اگر iθ= وضع گردد درحاليكهθ 2و\∋ 1i =   ميابيم كه −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 5 6

1
1! 2! 3! 4! 5! 6!

i i i i i iie θ θ θ θ θ θθ
= + + + + + + +"  

2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1
1! 2! 3! 4! 5! 6!

i i i i i i ie θ θ θ θ θ θ θ
⇒ = + + + + + + +"  

2چون 1i = −  ،3 2i ii i= = −،4 2 2 1i i i= =،5 4i ii i=   ، پس "و =
2 3 4 5 6

1
1! 2! 3! 4! 5! 6!

i i i ie θ θ θ θ θ θ θ
⇒ = + − − + + − −"  

2 4 6 3 5 7

1
2! 4! 6! 3! 5! 7!

ie iθ θ θ θ θ θ θθ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = − + − + + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" "  

  ميدانيم كه
2 4 6 3 5 7

1 cos , sin
2! 4! 6! 3! 5! 7!
θ θ θ θ θ θθ θ θ− + − + = − + − + =" "  
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  درنتيجه
cos sinie iθ θ θ= +  

  
Binomial(سلسله بينوم .§7 series( 
1حقيقي و يك عددpاگر 1x− <   درانصورت، باشد>

( ) ( ) ( ) ( )2 3

0

1 1 2
1 1

2! 3!
p k

k

pp p p p p
x px x x x

k
∞

=
∑

− − − ⎛ ⎞
+ = + + + + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
"  

درحاليكه 
( )

!
! !

p p
k k p k

⎛ ⎞
=⎜ ⎟ −⎝ ⎠

  .طبيعي است عدد kو 

)مطابق دستور، سلسله ماكلورين را براي تابع :ثبوت ) ( )1 pf x x=   :دريافت ميكنيم+
( ) ( ) ( )1 0 1pf x x f= + ⇒ =  

( ) ( ) ( )11 0pf x p x f p−′ ′= + ⇒ =

( ) ( )( ) ( ) ( )21 1 0 1pf x p p x f p p−′′ ′′= − + ⇒ = −

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 2 1 0 1 2pf x p p p x f p p p−′′′ ′′′= − − + ⇒ = − −  
#  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1 1p nn nf x p p p n x f p p p n−= − − + + ⇒ = − − +" "  
)با درنظرداشت قيمت هاي )0f  ،( )0f ′ ،( )0f ′′ ،( )0f   سلسله داريم غيره در و ′′′

( ) ( )( )

0 0

0
1 ( ) , 1 1

!

k
p k k

k k

pf
x f x x x x

kk
∞ ∞

= =
∑ ∑

⎛ ⎞
+ = = = − < < •⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  
1tطوريكه tحقيقيد براي عد. لوگارتمي بعضي سلسله هاي بينوميل و ، باشد >

  .ميگيريم درنظر سلسله هندسي ذيل را

( )2 3 4

0

1 1
1

k k

k
t t t t t t i

t
∞

=
∑= + + + + + + + =

−
" "  

  .وضع گردد داريم −tعدد tعوض درين سلسله اگر
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( ) ( )2 3 4

0

1 1 1
1

k k

k
t t t t t ii

t
∞

=
∑= − + − + − = −

+
"  

  وضع كرده ميابيم كه 2tرا به tسلسله اخير در

( ) ( )2 4 6 2
2 0

1 1 1
1

k k

k
t t t t iii

t
∞

=
∑= − + − + = −

+
"  

  
)سلسله بالآ خره در و )iiمتحولt 1را بهt 0تعويض ميكنيم براي  − 2t< سلسله >

  :ذيل حاصل ميشود

( ) ( ) ( ) ( )2 31 1 1 1t t t t iv
t
= − − + − − − + "  

)ا كنون اطراف روابط  )i و( )ii را درانتروال[ ]0 , xانتگرال ميگيريم.  
1

0 00 0
ln 1

1 1

kx x
k

k k

dt xx t dt
t k

+
∞ ∞

= =
∑ ∑∫ ∫− = = =

− +
  

( )
2 3 4 5

ln 1
1 2 3 4 5
x x x x xx v⇒ − = + + + + +"  

  بهمين قسم

( ) ( )
1

0 00 0
ln 1 1 1

1 1

kx xk kk

k k

dt xx t dt
t k

+
∞ ∞

= =
∑ ∑∫ ∫+ = = − = −

+ +
  

( )
2 3 4 5

ln 1
1 2 3 4 5
x x x x xx v i⇒ + = − + − + −"  

)روابط )vو( )vi راطرف بطرف تفريق نموده داريم  

( )
3 51ln 2

1 1 3 5
x x x x v ii
x

+ ⎡ ⎤⇒ = + + +⎢ ⎥− ⎣ ⎦
"  

)اطراف رابطه  اگر )ivداريم ا نتگرال گرفته شود  
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( ) ( ) ( )2 3

0 0
ln 1 1 1

x xd tx t t t t d t
t

∫ ∫ ⎡ ⎤= = − − + − − − +⎣ ⎦"

( ) ( ) ( ) ( )
2 3

11 1
ln 1 ( 1) , 0 2

2! 3

k
kx x xx x x viii

k
−− −

= − − + − + − + < <" "  
)سلسله. arctanسلسله )iiiرا درنظر ميگيريم.  

2 4 6
2

1 1
1

t t t
t

= − + − +
+

"  
]انتروال انتگرال گرفتن اطراف اين رابطه در از  ]0   كه بدست مي آيد 1,

( )2 4 6
2

0 0
arctan 1

1
x xd tx t t t d t

t
∫ ∫= = − + − +

+
"  

  يا و

( )3 5 71 1 1arctan
3 5 7

x x x x x ix= − + − +"  
  

)قضيه بينوم  استفاده از با.  arcsinسلسه )
1

2 2
2

1 1
1

t
t

−
= −

−
  ذيل انكشاف داد را قرار

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 10 1 2 32 2 2 2 22 2 2 22

2

1 1
0 1 2 31

t t t t t
t

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
"  

2 4 6

2

1 1 1 3 1 3 51
2 2 4 2 4 61

t t t
t

⋅ ⋅ ⋅
⇒ = + + + +

⋅ ⋅ ⋅−
"  

  .ميابيم انتگرال گرفتن اطراف رابطه اخير از
2 4 6

20 0

1 1 3 1 3 5arcsin 1
2 2 4 2 4 61

x xdtx t t t dt
t

∫ ∫
⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞= = + + + +⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠−

"  
  ازينجا بدست مي آيد كه

( )
2 2 21 1 3 1 3 5arcsin

2 3 2 4 5 2 4 6 7
x x xx x x⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= + + + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

"  
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  استفاده ازسلسله هاي رياضي درمحاسبه .8
بعضي توابع مهم و معادلات ل گيري يرناطق، قيمت هاي توابع ، انتگراغ محاسبه اعداد در

 درينجا بعمل مي آيد،ه مفيد استفاد جالب و ازسلسله هاي رياضي بروش هاي بسيار تفاضلي
  .ميگيريم  ذيل را درنظر زچند نمونه ا

)اويلر عدد. اويلر محاسبه عدد )e سلسله ذيل محاسبه ميشود از:  
2 3 4

1
2! 3! 4!

x x x xe x= + + + + +"  
)پولينوم تايلور اگر )nP x را بحيث قيمت تقريبيxe گيريم درينصورت داريم درنظر  

( )
2 3 4 5

1
2! 3! 4! 5! !

n
x

n

x x x x xe x P x
n

≈ + + + + + + + ="  
  درين حالت  

( ) ( ) ( ) ( )
1, , 0 1

1 !
x n

n n n

ee P x R x R x x
n

ζ

ζ+= + = < <
+

  

5nحال اگر 1xو=   :ذيل تخمين ميشود خطاي محاسبه قرار با eانتخاب گردد عدد =
1 1 1 11 1 2.716667
2! 3! 4! 5!

xe ≈ + + + + + =  
  درحاليكه خطاي محاسبه عبارت است از

( ) ( ) ( )
5 1

5

31 1 0.004167
5 1 ! 6! 6!
e eR

ζ
+

= < < ≈
+

  

  بنابرين
2.726667 0.004167 2.726667 0.004167

2.712500 2.720834
e
e

− < < −
⇒ < <

  
اعشـاري   از تا دو رقم بعد eسلسله مربوطه عدد گرفتن شش عنصر درنظر كه با ديده ميشود

انتخـاب گـردد، خطـاي     سلسـله بيشـتر   عناصر اندازه كه تعداد ، بهردقيق محاسبه ميشود طور
  اعشاري عبارت است از از رقم بعدده  تا مذكور عدد. ميباشد محاسبه دقيقتر و مربوط كمتر

 
2.7182 818 285e ≈ 
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arctan سلسـله  دريـن روش از .  بروش گريگـوري πمحاسبه عدد x ذيـل   قـرار
  :استفاده ميشود

3 5 71 1 1arctan
3 5 7

x x x x x= − + − +"  
1xدرين سلسله   وضع نموده ميابيم كه=

1 1 1 1 1arctan1 1
4 3 5 7 8 9
π
= = − + − + − +"  

1 1 1 1 14 1
3 5 7 8 9

π ⎛ ⎞⇒ = − + − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

 
تقارب اين سلسله عددي بطي است چنانچه . ميشود بنام فورمول لايپ نيتس ياد رابطه اخير

  .ذيل بدست مي آيد قرار πگرفته شود عدد ان درنظر از حد 50اگر
1 1 1 1 1 1 14 1 3.14159265359
3 5 7 8 9 49 50

π ⎛ ⎞⇒ ≈ − + − + − + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

" 

 كـه در  (Jams Gregory)رياضي دان انگليسي بنام جيمزگريگوري اين روش را اولين بار
بعدها لايپ نيـتس رياضـي دان المـاني روش     ، ارايه داد وميزيست 1675 -1638 سالهاي
  .فورموليزه كرد  را كمب بهتر مذكور

  
ــروش جــان مكــين πمحاســبه عــدد ــام جــان ايــن روش را رياضــي . ب دانــي بن

فورمول مثلثاتي  آن بر اساس كار و مطرح نمود 1706سال در (Johan Machin)مكين
  .است ذيل استوار

arctan arctan arctan
1
x yx y

xy
+

+ =
−

  
  مطابق اين فورمول ميتوان نوشت
111 120239arctan1 arctan arctan arctan1239 1191 1
239

+
+ = =

− ⋅
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( )1 120arctan1 arctan arctan
239 119

I⇒ + = "  
  بهمين قسم

1 1
5 5

1 1
5 5

5 5
12 12

5 5
12 12

1 1 14arctan 2 arctan arctan 2arctan
5 5 5 1

5 5 5 1202arctan arctan arctan arctan arctan
12 12 12 1 119

+⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ − ⋅⎝ ⎠
+⎛ ⎞= = + = =⎜ ⎟ − ⋅⎝ ⎠

  

( )1 1204arctan arctan
5 119

II⇒ = "  
)مقايسه زا )I و( )II بدست مي آيد.  

1 1arctan1 arctan 4arctan
239 5

+ =  
arctanسلسله و درنظرداشت رابطه اخير با x داريم كه  

1 1arctan1 4arctan arctan
4 5 239
π
= = −  

  ازينجا

( ) ( ) ( ) ( )3 5 3 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 3 5 5 5 239 3 239 5 2394

4
π ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦" "  

  عبارت است ازدرنتيجه سلسله مكين 
( ) ( ) ( ) ( )3 5 3 51 1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 3 5 5 5 239 3 239 5 23916 4π ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ = − + − − − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦" "  
  

، چنانچه نسبت به فورمول لايپ نيتس ميباشد سلسله مكين داراي سرعت تقارب خيلي بهتر
  .ذيل بدست مي آيد قرار πيك ازين سلسله ها انتخاب گردد عدد اول هر اگر هفت حد

3.141592654π ≈  
لايپ نيتس حاصل  –سلسله گريگوري  محاسبه پنجاه حد درحاليكه معادل همين قيمت از

  . مفيد است شده بود بنابرين روش فوق درين محاسبه عملي و
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  :محاسبه نمود ذيل نيز را قرار πبروش جان مكين ميتوان عدد.  37مثال
51 1

2 3 6

51 1
2 3 6

1 1arctan arctan arctan arctan arctan1
2 3 1

+
+ = = =

− ⋅
  

1 1arctan1 arctan arctan
2 3

⇒ = +  

( ) ( ) ( ) ( )3 5 3 51 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 2 5 2 3 3 3 5 3arctan1

4
π ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ = = − + − + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦" "  

( ) ( ) ( ) ( )3 5 3 51 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 2 5 2 3 3 3 5 34 4π ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ = − + − + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦" "  

  
 داراي سرعت مناسب ميباشد و نيز πبراي محاسبه عدد سلسله هاي مربوطه رابطه اخير

  . است ن مفيدآ استفاده از

1انتيگرال .38مثال

0

sin x dx
x

  .را محاسبه كنيد∫
  درنظرداشت سلسله مربوط تابع ساين داريم كه با :حل

3 5 71 1 1

0 0 0

sin 1 1sin
3! 5! 7!

x x x xdx xdx x dx
x x x

∫ ∫ ∫
⎛ ⎞= = − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

12 4 6 3 5 7
1

0
0

1
3! 5! 7! 3 3! 5 5! 7 7!
x x x x x xdx x∫

⎛ ⎞= − + − + = − + − +⎜ ⎟ ⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠
" "

1

0

sin 1 1 11 0.946 083
3 3! 5 5! 7 7!

x dx
x

∫⇒ = − + − + ≈
⋅ ⋅ ⋅

" i  
  

21انتيگرال .39مثال

0

xe dx−
  .را محاسبه كنيد∫

  .را تعويض نموده داريم −2xافاده  xعوض xeدر سلسله مربوط تابع  :حل
2

4 6 8 10 12
21

2! 3! 4! 5! 6!
x x x x x xe x− = − + − + − + "  
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  انتگرال گرفتن اطراف اين رابطه ميتواني نوشت كه با
2

4 6 8 10 121 1
2

0 0
1

2! 3! 4! 5! 6!
x x x x x xe dx x dx−

∫ ∫
⎛ ⎞= − + − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"

03 5 7 9 11 13

03 5 2! 7 3! 9 4! 11 5! 13 6!
x x x x x xx⎡ ⎤= − + − + − +⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦

"

1 1 1 1 1 11 0.747
3 5 2! 7 3! 9 4! 11 5! 13 6!

≈ − + − + − + = ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

  
 تمرين .9

  .را دريافت كنيد هاي ذيل متقارب است؟ درصورت تقارب مجموع آنهاكدام يك ا زسلسله 

( )0 0 0 0

4 4 2 21. , 2. , 4. , 5.
5 5 3 3

k k

kkk k k k

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

( ) 0.2
2 10 0 0 0

23 36. , 7. , 8. , 9.
2 2 5

kk
k

k kk k k k
e

∞ ∞ ∞ ∞ −

+= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( )
1

2 3 4 2 31

1 1 1 1 3 210. , 11. , 12. 1
2 2 2 2 4 3

k k
k

k kk

+
∞

+ −=
∑ ∑− + − + −"  

  :يا تباعد سلسله هاي ذيل را معين كنيد تقارب و

3 31 1 1 1

1 100 1 113. , 14. , 15. , 16.
2k k k kk k k k k

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑  

  :سلسله هاي ذيل را معين كنيد يك از تباعد هر يا انتگرال تقارب و معياربا استفاده از 

( ) ( )
2

2
1 1 1 1

1 ln 117. , 18. , 19. , 20.
2 3 ln

k
k

k k k k

k ke
kk k k

∞ ∞ ∞ ∞
−

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

+
  

  :ذيل را معين كنيدسلسله هاي  يك از متباعد بودن هر ،تباعد معيار زستفاده ابا ا

1

21 1 1 1

121. , 22. 1 , 23. , 24.
1 1

k

k

k k k k

k k e
k k k

−
∞ ∞ ∞ ∞ −

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ −
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  :سلسله هاي ذيل را ارزيابي نماييد تقارب هريك از
3
4

2 41 1 1 1

ln 125. , 26. , 27. , 28.
kk k k k

k kk
k k e

∞ ∞ ∞ ∞−

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑  

2

21 1 1 1

ln 1 129. , 30. sin , 31. , 32.
k k kk k k k

k kk
k k e e e

∞ ∞ ∞ ∞

−= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

+
  

ديريكله  مقايسه سلسله هاي هندسي و سلسله هاي ذيل را با يك از تباعد هر يا تقارب و
  :ارزيابي كنيد

1 1 1 1

1 233. cos , 34. , 35. , 36.
6

k k

k k k k
e

k k
π∞ ∞ ∞ ∞

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :جذر ارزيابي كنيد سلسله هاي ذيل را بروشهاي نسبت و يك از تقارب  هر
100

31 1 1 1

1 !37. , 38. , 39. , 40.
! 2 2k k kk k k k

k k k
k e

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

( )
( )

2
2

2
1 1 1 1

! 2 2 !41. , 42. 2 , 43. , 44.
2 !

k k
k

k
k k k k

k kk
k k k

∞ ∞ ∞ ∞
−

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑  

  :سلسله هاي ذيل ارزيابي كنيد يك از تباعد هر يا تقارب مطلق، مشروط و
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2
1

2 3
1 1 1 1

2

1 1 1
45. , 46. , 47. , 44. 1

2 11

k k k
k

k
k k k k

k k k
kk e

k

+ + +
∞ ∞ ∞ ∞ +

= = = =

− − −
−

++
∑ ∑ ∑ ∑  

  : ساحه تقارب سلسله هاي ذيل را تعيين كنبد 

( ) ( )31 2

1 1 1 1

145. ( 1) , 46. , 47. 3 3 , 48. 2 3
1

n
nn n n n

n n n n

nxx n x x n x
n n

∞ ∞ ∞ ∞
−

= = = =
− −∑ ∑ ∑ ∑

+
  :شعاع تقارب هريك ا زسلسله هاي ذيل را دريافت كنيد

( )
( )

( ) ( )
2

2

1 1 1 1

!!49. , 50. , 51. , 52.
2 !

kk
kk

kk n k k

k xk x k ax a x
k k

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =
∑ ∑ ∑ ∑  

  :به سلسلهء ماكلورين انكشاف دهيد توابع ذيل را
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( ) ( ) ( )102 153. ( ) , 54. , 55. 1
1

xf x e g x h x x
x

−= = = +
+

  

  :رادرسلسله هاي ذيل محاسبه كنيد  nSو... ،1S ،2S،3Sمقادير مجموع هاي قسمي 

2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 156. ...... 57. .....
5 5 5 5 1.2 2.3 3.4 4.5
+ + + + + + + +  

  
  : نشان كه سلسله هاي ذيل متباعد اند  

1 2 3 4 1 3 7 1558. 59.
3 5 7 9 2 4 8 16
+ + + + + + + +" "  

  
  سلسله هاي ذيل متقارب اند؟ يا متباعد؟

1

1 1

2 1 1 160. ( 1) 61.
2 1 2

n

n n

n
n n n

∞ ∞−

= =
∑ ∑

+ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

  
  :د تقارب سلسله هاي ذيل را تعيين كنيساحه  

1

1 1

162. ( 1) , 63.
!

n
n n

n n

xx
n n

∞ ∞−

= =
∑ ∑− 
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